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1. Estabilidad y entrada armonica:
Dado el circuito siguiente

N

S
o i

(a) Tomando las constantes fisicas iguales a 1 y la entrada arménica V' (t) = sen t, halle la respuesta
permanente para el potencial en la resistencia, su amplitud y fase.

La ecuacién para el potencial en la resistencia es (Ver Ejemplo en el Apunte, Unidad 1)

U///_l_ RU// _'_l i"‘i U/ +i7} _ R V(t)
RTT, BT oL, " Ly) BT L, " LL,C

Para los valores de los pardmetros del enunciado y con entrada V' (¢) = sent, se tiene

VR + Vg + 20k + vg = sent

Buscamos la solucién particular de la ecuaciéon compleja asociada,

VE + Vi + 2V, + Vg = e

Proponemos X, = K e,y derivando
I e it
X, =1iKe
n o __ it
X, = —Ke

mo__ it
X, = —iKe
Al reemplazar la solucién propuesta y sus derivadas en la ecuacion compleja, se obtiene
—iKe" —Ke' +2iK e + Ke = et

Dedonde Ki=1= K = —i.
Entonces,

X, = —ie" = —i(cost +isent) = sent —icost
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Debemos tomar la parte imaginaria, es decir Im(X,) = —cost.

En consecuencia, la solucién real buscada es
Tp = —cost = wvgp = —cost

Esta es la respuesta permanente del potencial en la resistencia frente a la entrada armoénica.
Recordemos que el sistema es internamente estable, por lo cual si se le quita la fuente el poten-
cial en la resistencia se apaga. En cambio para la entrada armoénica propuesta, V' (t) = sent, la
solucién de la homogénea decae a cero con el tiempo (respuesta transitoria) en tanto la solucién
de la no homogénea se acerca a la permanente.

(b) Compruebe que la ecuacién para la caida de potencial en el capacitor es

R 2 R 1 R
m o o Ay N Vel
v —i—Lv +LCU —|—L2Cv LCV(t)—I—LZCV(t)

De la ecuacién en el nodo, se tiene
() CVh=iy—ig
Por otra parte, las ecuaciones en las mallas pueden escribirse como sigue

Lyif + Loiy + Ris = V(1)

2
) Laity + Riy = Vi

Derivando dos veces la ecuacion (1), y una vez las ecuaciones de (2), se obtiene
CVC/{/ —
=1 — %
Lyi{ + Loty + Riy = V(1)
Loi) + Rily = V.
Reemplazando y acomodando se llega a

R

1 1 1
3 m_ N — V- V! ALy
( ) CVC le( ) LQ VC L1 Vc+ L212

Pero, nuevamente de (1) ¢, puede escribirse i, = 7, — CV/, y ademads
2 2 =1

1

Al reemplazar las expresiones anteriores en (3) se tiene la ecuacion diferencial buscada, que
representa la evolucién de la caida de potencial en el capacitor.

R /1 1 R 1 R
V//l V// . V/ Vo = V/ t —V(t
C+LQC+C<L1+L2> ctonee eV W e’

Observacion: La ecuacién del enunciado se obtiene para L1 = Ly = L.

(c) Halle la ecuacion que satisface la corriente que circula por la bobina 1.

Nuevamente partiendo de las ecuaciones (2), se obtiene

Lyiy + Ve =V (t)
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Al derivarla una vez se obtiene

Ly + Vi =V'(¢)
Reemplazando en la anterior la ecuacion (1)

Lyl + "2 522 =V'(¢)

De la anterior se despeja i
ip = —CV'(t) + CLyi{ + i1
Al reemplazar la anterior en la primera ecuacién de (2) se obtiene
Lyiy + Ly (=CV"(t) + CL1i]’ +4y) — RCV'(t) + RCLyi{ + Riy =V (¢)

Finalmente, la ecuacion para la corriente i; es

L L 1
e B Bty R T

. R
LA T L0 Y T Lc T L,

/
L1L2V (t) +

LngCV(t)

2. Base de soluciones de un sistema homogéneo. Halle todas las soluciones del siguiente sistema

-1 1 -1
X'=AX=[1 0 2 |X
2 1 1

En primer lugar, hallamos el polinomio caracteristico del sistema

A+1 -1 1
det(\T—A)=| -1 X -2
—2  —1 A-1

=X 2 —4=(A=-2(A2+2)14+2) =p())

p()\):0:>)\1:2, )\2,3:—1:|:i

Obsérvese que la matriz tiene tres autovalores distintos y en consecuencia es diagonalizable.

Al proponer, siguiendo el método de Euler, la solucién X = v;e! y reemplazarla en la ecuacion se
llega a

A1

MovieMt = AveMt = Moy = Aoy

Entonces \1 debe ser un autovalor de la matriz A, y v1 su autovector asociado.

Para hallar v; planteamos (A — A\ I)v; =0

3 -1 1 a 0
-1 2 =2 b]l=10
-2 -1 1 c 0
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De alli se obtiene a = 0, b = ¢ y en consecuencia

0 0
n=|lal=1|1
a 1

Para el autovalor complejo Ao se tiene

7 -1 1 a 0
-1 —-1+7¢ —2 bl=10
-2 -1 —2+1 c 0

De alli se obtiene ai — b+ ¢ =0, —a + (—1 +i)b — 2c = 0 y en consecuencia

La solucién compleja obtenida, correspondiente a este autovalor, es

—i
Xo= | 343i | e2H0
—5 +3i

Separando parte real e imaginaria en la solucién anterior, se obtienen dos soluciones reales lineal-
mente independientes que permiten completar la base de soluciones buscada.

Xo= | 3+ 3i | e1H0

= | 24+4i | e¥(cost+isent)

—5 + 51
sent —cost
= | i(cost—sent) | e"+i | 3(cost+sent) | e*
—21(cost + sent) —2(sent — cost)

De este modo se obtienen todas las soluciones del sistema homogéneo

0 sent —cost
Xot)=Cy [1] & + C T(cost —sent) | ' +Cs [ L(cost+sent) | e
1 —3(cost + sent) —Z(sent — cost)

3. Resuelva por dos métodos diferentes el siguiente sistema triangular

-1 1 0
X' =A4X=|0 -1 1 X
0 0 -1
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(a) Para buscar la base de soluciones, se observa en primer lugar que la matriz del sistema tiene un
autovalor -1 con multiplicidad algebraica 3 y multiplicidad geométrica 1. En consecuencia, no
es diagonalizable. La matriz estd en la forma de Jordan.

Una base de Jordan es

-1 1 0
o],[-1],[1
0 0 ~1

—1 —1 1 —1
Xot)=C1 | 0 | et +Cy 0 |t+|-1]|et+Cs 0] =+ (-1]t+ ]| 1
0 0 0 0 0 ~1

T = —T1+ T2
“) Th=—x9 + 73
l‘é = —I3

La tercera ecuacion de (4) es una homogénea con variable 3,
x§+x3 =0= 23 =kze !

Reemplazando esta solucién en la segunda ecuacién de (4), se tiene
Th + xo = kze !

Hay que hallar las soluciones de la ecuacién homogénea de primer orden con variable x2, y
una solucién particular para la ecuacién no homogénea con entrada fo(t) = ksze™! Todas las
soluciones de la homogénea asociada son

Top = kzeft

Como hay resonancia, proponemos como solucion particular x5, = Kte™'. Al reemplazarla en
la ecuacioén de x5 se llega a K = k3.
Entonces,

T = k‘geit + k?gteit

Reemplazando ahora esta solucién en la primera ecuacién de (4), se tiene
CL‘,l +x1 = (k‘g + k‘gt)e_t

Nuevamente, las soluciones de la homogénea asociada son
Tip = k’le_t

Una solucién particular para la ecuacién no homogénea con entrada fi(t) = (ko + kst)e ! se
propone como sigue:

r1p =t(a+bt)e
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Derivando la expresion anterior,
zy, = la+ (20— a)t — bt?e~t
Reemplazando en la ecuacién no homogénea de variable z; se llega a
Ty, + 21p = [a+ (20 — a)t — bt?le™ +t(a + bt)e " = (ko + kst)e ™"

De donde se obtiene a + 2bt = ko + k3t, entonces igualando coeficiente a coeficiente se obtiene
la solucién particular

k
Tip = (kjgt + §t2)€_t

Entonces,

k
xr1 = k:le_t + (kgt + 53152)6_t

La solucién obtenida puede escribirse matricialmente como sigue

Xo(t) = | ko et + ks|t+ 10 5 et
ks 0 0

Por inspeccidn puede verificarse que las soluciones obtenidas por ambos métodos son equiva-
lentes.

(c) Por ultimo, utilicemos como herramienta el software Matlab para la resolucién del problema.

El comando a utilizar es dsolve. La letra D indica la derivada de cada variable, que en este caso
hemos llamado z, y, z por simplicidad.

La salida que devuelve Matlab es una estructura simbdlica, y cada uno de sus elementos puede
obtenerse como se muestra. La variable independiente por defecto es .

>> S= dsolve ('Dx=-x+y’, ’'Dy=-y+z’, ’'Dz=-z')

S:
x: [1x1 sym]
y: [1x1 sym]
z: [1x1 sym]

>> x=S.X

X:

1/2% (2+xt+xC2+C3+t"24+2%C1l) xexp (—t)

>> y=S.y

y:

(C3*xt+C2) xexp (—-t)
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>> z=S.z

C3*exp (-t)

4. Modelado y analisis de estabilidad de un sistema masa resorte. Dado el siguiente sistema

| 2
h % k
i
m
ki
ml

(a) Halle el modelo matemdtico cuando se ejerce una fuerza vertical sobre la masa m.

Planteamos la Ley de Newton para ambas masas. Se obtiene

ma” = —kx — bx' + ki(z1 — ) + f(t)
mix] = —ky(z1 — x)

Proponemos un cambio de variables para llevar al sistema de dos ecuaciones lineales de segundo
orden a uno de cuatro ecuaciones de primer orden como sigue.

=1y
x':yg
1 =Ys3
T =ya

Aplicando este cambio de variables se llega a

i 0 1 0 0 Y1 0
Y3 77@;191) —L B0 | -
= t
v, 0 0 0 1||w|T|o]|®
Y B0 —B o) \w 0
Es decir,
Y' = AY + Bf(t)
Obtenemos el polinomio caracteristico
A -1 0 0
(k+-k1) b k
det (A — A mo Mtm Tm
t — =
et ( ) 0 0 A -1
k k
— 0 A
b k+k k k1b k1k
=X =23 [Hl)+1] N S B =
m m mq mmq mmi
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(b) Analice la estabilidad del sistema usando el criterio de Hurwitz.

La matriz de Hurwitz de orden 4 asociada a este sistema es la que sigue.

b k1b
m mmi 0 0
1 ml(k+k1)+mk1 kik 0
mmi mmsi
b E1b
0 m mmi 0
O 1 ml(k+kl)+mk1 ki1k
mmsi mmsi

Debemos analizar el signo de los cuatro menores principales ( A1,A92,A3,AA4) asociados a esta
matriz.

Alz >0

[ml(k+k‘1)—|—m/~c1} kb b [(k+k1)] > 0

Ay = —
mmq

mim m

33

m

m2my

Ay = ik As

mim

mimi

A b2ky [m1(k¢+k‘1)+mk1] k1 kb? <k:1b>2
3= -

mims3 mmq

Veamos el signo de As. Reordenando, se tiene

m2my | mmq m2 | mmy my

2 r 2 2
A, P m1(k+k1)+’mk1]_b [klk +<k1>]

B b2k, _ml(k—i—/ﬂ)—i-mkl]_ b2k [k +<k1 >}

m2my mmq m2my

L m ma
. b2k1 _ml(k?+k1)+mk1 _E_ﬂ
 om2my | mmq m  my
b2k?
=—=>0
m=mq

Abhora, siendo Az > 0, se tiene

kik
mim

Ay =

Az >0

(c) Si se elige como salida la posicién de la masa m, hallar la ecuacién diferencial que satisface.
La salida propuesta es y = y;. Recordemos la forma general

y=CY + df(t)
Entonces en este caso

C=(1 000 y d=0

Utilizando los pardmetros de Markov y teniendo en cuenta que en este sistema n = 4, se tiene
la férmula

"

Y+ ary

"

+ agy” + asy’ + asy =
= CB(f" +arf" + asf +asf) + CAB(f" +arf' + aof) + CA’B(f' + a1 f) + CA’B f
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En este caso,

0 1 0 O 0
_(ktk) b R 1
A . m m m B . m
N 0 0 0 1 |0
k
e 0 -5+ 0 0
Calculamos los parametros de Markov
ho=CB =0
1
hi=CAB = —
m
9 b
hy=CA°B=——
m
. 1 k+k b2
hs = CA’B = — (_Hl)+2>
m m m
La ecuacion de la salida pedida resulta
b k+ ky k1 k1b k1k
vl + =+ [( ) ]y’{ + Y1+ y1 =
m mq mmq mmiy
1 b kE+k k
_<f”+f/+|:( 1)+71
m m my

) (20

(L, ¥

m m?2
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