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UNIDAD 2 FUNCIONES GENERALIZADAS.

1. Idea de impulso unitario y respuesta de un sistemaal impulso unitario.
Importanciapara €l estudio de |os sistemas.

2. Nocion de funcion generalizada. Ejemplos. Impulso unitario. Valor principal.
3. Derivada de funciones generalizadas. Reglas de cél culo. Propiedades.

4. Convolucion. Calculo y propiedades.

5. Derivaday convolucion.

6. Aplicacion a ecuacionesy sistemas.

7. Controlabilidad instantanea. Propiedades. Criterio PBH. Controlabilidad finita.
8. Observabilidad. Propiedades. Criterio PBH.

9. Ecuacion de una salida 'y observabilidad.

10. Controlabilidad y observabilidad.

1. IMPULSO UNITARIO

Recordemos que e(t) esel escaldn unitario finito y u(t) €l escaldn unitario.
Para € >0 pequefio, sea e(t) = %e( E) , que tiene altura grande % esel intervalo pequefio [0, €], y esnulafuerade é.

Lagraficamos para valores decrecientes de €: 1, % % .

Wl
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e[t_1:=1f[0<t <1, 1, 0]
Plot [{e[t], 2e[2t], 3e[3t], 4e[4t]},
{t, -1, 2}, AspectRatio -» Autonatic, PlotStyle - {Thick}]
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Teoeremal.l
Sea x.(t) lasoluciéndelaecuaciondeorden1 ag X'+ a; x=&(t), x(0) = 0. Entonces

a

lim_gr X(t) = a% e = u).
Demostracion

Lafunciéon ¢(t) = «f%t es la solucién de la ecuacion homogénea que verifica ¢(0) = 1.
Como e(t) esseccionalmente cotinua, la solucion que buscamos x.(t) es continua con derivada s.c..

Si t<0, Xx(t) essolucionde agx'+a; x=0, x(0)=0; luego x.(t) =ka(t) y entonces k=0.
S O<t<e, X(t) essolucionde apx'+a;x=€1, x(0)=0; luego X(t) = (a, €)1 (1 — ¢(1)) .

Si e<t,como x(t) essolucionde agx'+a; x=0, X(e) = (a1 €)1 (1 — ¢(e)), €s
Xt =@ e (6 (- 1) ().

Estudiamos €l [imite.

Para t<0 , ||m€_>0+X€(t):0

Para t>0  lim., o (D) = lime 0@ )7 (¢ ()7 — 1) 4(1))
_ ||rn€_>0ai egé—l

=1
¢ = o

€

g.ed.

M ostramos este acercamiento en forma gréfica.
Su aspecto, para una ecuacion estable, y valores decrecientes de ¢, es e siguiente:
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X[t_, e 1 :=W1ich[t <0, 0, 0<t <e, et (1- e“), e<t, el (ec-1) e“]
gl =Plot [x[t, 0.8], {t, -1, 4}, PlotStyle » {Thick}];

g2 =Plot [x[t, 0.2], {t, -1, 4}, PlotStyle » {Thick}];

g3 =Plot [x[t, 0.05], {t, -1, 4}, PlotStyle -» {Thick}];

Graphi csGid[{{gl, 92, g3}}]

-1 1 2 3 4 -1 1 2 3 4

El ultimo gréfico escasi €l del limite.
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x[t_1:=1f[t <0, 0, e™]
gl =Plot [x[t], {t, -1, 4}, PlotStyle » {Thick}]

-1 1 2 3 4

El lim_g e(t) =6(t) sellama impulso unitario.
Selollamaunitariopues e(t)=1y f;ee(t) dt=1. Observemosque 4(t) no es unafuncion.
Se la puede pensar como una accion externa sobre los sistemas que es de corta duracién y gran intensidad.

Lafuncion lim_,g- X(t) = a% e % u(t) = h(t) sellamarespuesta al impulso unitario del sistema
con condicion inicial nula,

Dado que el sistema estainicialmente en reposo y la accion comienza en tiempo 0, lareaccion h(t) es
consecuencia neta del impulso unitario. Es unafuncién con derivada s.c. pero no es continuaen 0.

Veamos algunos gjemplos ilustrativos
Situacién 1

Un circuito en serie tiene unaresistenciade 3 () y un capacitor de % F . Laentrada es un voltgje de

e(t) Volts de muy corta duracion pero muy intensa. Inicialmente la carga en el capacitor es cero.

Si q(t) eslacargaen d capacitor, medidaen Coulomb,y q'(t) =i(t) eslaintensidad de corriente en el
circuito medidaen Amperes, la ecuacion es:

3g9'+5q=e(), g0 =0

5
Por el teorema anterior, el circuito reacciona, para e muy pequefio, con q(t) ~1/3 ¢ 3", ent> 0.

En palabras: frente a "shock" de voltaje, el capacitor adquiere instanténeamente una carga maximade
1/3 Coulomby luego se descarga exponencia mente.

Situacion 2

Un circuito constade unabobinade 0.5H y unaresistenciaen seriede 2 () einiciamente no hay
corriente. Seintroduce un voltaje de e.(t) Volts. La ecuacion paralacorriente i(t) en € circuito es:
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051"+ 2i=ed(t), i(0)=0

Nuevamente, para e muy pequefio, lacorrientees i(t) ~2e™4' para t> 0.
Frente a "shock” de voltge lacorriente "salta" repentinamente de 0 a 2 Amper y luego decae a 0.

Situacion 3

Unamasade 2kg esta conectada a un amortiguador de constante 5 %

Se somete la masa, que esta inicialmente en reposo, ala fuerza de muy corta duracién pero muy
intensade e.(t) Newtons. Podemos pensar que la sometemosa una "fuerte patada’ bien disefiada.

Laecuacion de lavelocidad de lamasaes:
2v' +5v=e(t), v0) =0

Lamasa, para e muy pequefio, reacciona con lavelocidad v(t) ~ 0.5e~25t para t> 0 medidaen m/s.
Es decir, repentinamente adquiere lavelocidad v=0.5m/s y luego retorna exponencialmente al reposo.

Situacion 4

Laecuacion inestable x'— x= f(t), x(0) =0, reaccionaal impulso unitario con h(t) = e' u(t).

Sistema de segundo or den

El problemade segundoorden ap X"+ a; X' + a X = e(t), x(0) = x'(0) =0, tiene una tnicasolucion X(t),
gue tiene derivada continuay derivada segunda secciona mente continua, con saltosen 0 y €.

Queremos hallar e limite lim_g- X(t) .
Para facilitar las cuentas, elegimosla base de soluciones de la ecuacion homogénea ¢1(t) y ¢,(t) que
verificalas condicionesinicidles ¢1(0)=1, ¢1'(0)=0, ¢2(0)=0, ¢,'(0) = 1.

En t<0 lafuncion x.(t) essoluciénde agx"+a; x'+a)x=0, X(0) = x.' (0) = 0; por lo tanto
Xe(t) = ag 91(t) + az P2(t) v, por las condicionesiniciaes, resulta a; =@, =0; entonces x(t)=0.

Para O<t<e X(t) essolucionde agx"+a; X'+ ax x= % luego x(t) = azie+ B1d1(t) + B2 po(t)

ycomo x.(0)=0y x.'(0)=0 deducimosque ﬁ1=—i , B2=0 yporlotano x(t)= i[l—(bl(t)].

Para t> e, X(t) essolucion delahomogéneay por lotanto X.(t) = y1 d1(t) + y2 da(b).
Como la solucidn es continua con derivada continua, para t = € , obtenemos las condiciones
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NOO+72020= - [1-010] ¥ 161 ©+7202' @ =—7-61'(©

Resolvemosel sistema anterior usando laregla de Cramer

1610 650 610 —[1-650)
det| . det] 2 .
e $1'(6) ¢ (e) [N G) —az—s¢1'(€)
7(e) = ( CEEC) ] y v2(€) = p a( 5O 920 )
d1'(6) ¢y'(e) $1'(©) ¢p'(e)

Para t>0, eslim g Xe(t) = im0+ [y1(6) $1(t) + y2(€) g2(V)] = [liM, o ya(€) 1 $a(V) + [liMe o y2(€) 1 o(t) .

#1(6)  ¢a(e) ) et( #1(0)  ¢2(0)
$1'(€) ¢2'(e) $1'(0) ¢2'(0)

reglade L'Hospital, 1Mo (1~ ¢1(@]=—3¢1' Q=0 , limeo|-- 2’ (@] = -5 61" (O);
como ¢1(t) essolucién delahomogénea, ag¢; " (0) +a; ¢p1 '(0) + @ $1(0) =0, ¢1 (0)=1, ¢1'(0)=0,

Calculamos estos dos limites. Por un lado Iimﬁodet( ) =1 y,porla

despgjando queda ¢1"(0) = ~22; entonces limeo |~ ¢1'(6)| === ¢2" (0 = 1 .

Luego limo- y2(©) =0 y limeo: y2(6) = -y entonces lim_o-x(0) = - da(t).

Resumiendo  lim g+ X(t) = %gf)z(t) u(t) y hemosdemostrado €l siguiente teorema.

Teorema 1.2
S Xx(t) eslarespuestaa L(X)= agX"+a; X' +axX= e(t), x(0)=x'(0) =0, entonces

h(t) = limeo- Xe(t) = = (B UH

donde ¢ eslasolucién de lahomogénea que verifica ¢(0) =0, ¢'(0)=1.

Observemos que h(t) escontinuay su derivada es seccionalmente continua con un saltoen 0.
Para e pequefio € sistemaresponde con X.(t) =~ h(t).

Mostramos este acercamiento paralaecuacion 5x" +2x'+ x= f(t). Calculando encontramos

1 1t

— e ilcos2t+ Lsen? =5, 2
¢1(t)_es(cosst+zsen5t) y ¢a)=3e s sentt

L uego, larespuesta del sistemaa impulso unitario es h(t) = %e"gtsen(g t) u).

Graficamos h(t) y x(t) para e=1, 0.5, 0.1.Eneste Ultimovalor se notalacasi coincidenciaentre
las gréficas de las funciones: Xg1(t) = h(t).
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o[t _]:= e'lE (Cos[z?t] +;Si n[z?t]] ¢2[t_1:= ge'% Si n[z?t];
- = (1-¢1le]) dole] ol #e 2 (1-¢1le])
[ -s o1 [e]l ¢ [e] ] [ $1' [e] -Z o1’ [e] ]
Cale ] = Det [( ¢1le]l  d2[e] )] P oetedis Det [( ¢1le]  ¢2[€] )]
$1' [e] ¢2' [e] 1" [e] 2 [e]

1
fIt_, e 1:=Wi ch[t <0,0 0<t<e, —(L-01[t]), €<t, Cl[e]¢1[t]+C2[e]¢2[t]]
€

1
gle_1:=Plot [{gd)z[t], frt, e]}, (t, 0, 8x}, PlotRange - Al l

Pl ot Styl e » {RG&BCol or [1, 0, 0], RGBCol or [0, O, 0]}]
G aphicsGid[{{g[1], g[0.5]1, g[0.1]1}}]

025t 025¢ 025t
0.20F 020f 020F
015F 015F 015F
010} 010} 0.10F
0.05 005 0.05
I I | gt T — | I I | ™ T — | I I L ™ T T
o8t 5 \\go% . 5 M 2 . 5 10 15 20

Situacion 1

Un circuito en serie consta de una bobinade 5 H, unaresistenciade 2 () y un capacitor de 1 F .
Si estainicialmente en reposo y se lo somete aun voltaje ec(t), la ecuacion que verifica la carga del

capacitor q(t) es: 50"+2q'+gq=e(), q0)=qg'(0)=0
Seguln el estudio anterior lacargapara e muy peguefio es

qu() = 5 e 75 sen(2 t)u)

es decir, e capacitor se carga de manera continua.
Derivando lacarga, para t > 0, obtenemosla corriente

qe'(t):ie(t)s[%cos(gt)—%sen(gt)]e"% para t>0



8| Unidad 2-julio2014.nb

V emos que aparece repentinamente una corriente de 1/5 Ampers.

El capacitor se va descargando en forma exponencia oscilatoria, que es una descarga natural de este
sistema, y correlativamente la corriente se desvanece de manera oscilatoria.

Situacién 2

Unamasade 1kg esta conectada a un resorte de constante 3 % y aun amortiguador de constante 4 %

Inicialmente esta en reposo y se lasomete auna"patada’ e.(t) de duracion muy corta e pero de gran
intensidad €!. Sumovimientoestaregidopor X" +4x'+3x=e(t), x(0)=x'(0)=0
y reaccionapara t> 0 con

Xe(t) = % (et - e y velocidad x.'(t) = % (-7e7t+9e7%),

Por lo tanto, como consecuencia del impulso unitario, la masa adquiere en forma repentina una velocidad inicial
X'(0) =1m/seg Y luego retorna paulatinamente ala posicion de equilibrio x =0 con un movimientolibre del
sistema

Situacion 3

Enuncircuitoenserie LC con C=1/4F,L=1H, lacorriente verificalaecuacion inestable i"+ 4i=V(t).
Larespuestaa impulso unitario es h(t) = %sen(Z t) u(t), que oscila armonicamente de manera permanente..

Ejercicio Sissemadeordenn

Demuestre que larespuesta h(t) a impulso unitariode ag xX™ + a; X"V + ...+ a, x = f(t) ,con condiciones
inicialesnulas, es  h(t) =ag L (t) u(t) donde ¢(t) eslasolucion delaecuacion homogénea que verifica
w0 =¢' (0 =.=¢"20)=0, ¢"D0O)=1.

Sugerencia. Elijalabase ¢;(t), ..., #n(t) delaecuacién homogénea que verificalas condicionesiniciales

1 ssk=i-1

0 s ki1 ,0<k=n-1,

60 = {

eimitelademostracion dada paraorden 2 . Observeque ¢n =g ..
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Solucion de un sistema lineal no homogéneo

Destacamos dos propiedades importantes del operador lineal con coeficientes constantes
L) = an X + a3, XD+ +ayx

" Principio de super posicion”

Sea x(t) lasoluciénde LX) = fi (t),t =ty, Xtg) =....=x"V(tg)=0 paa i=1, ..r
Entonces dadas constantes ¢y, .., G;

Sicix()  eslasolucionde  L£(¥)=3_;c fi (1), X(to) =....= X" V(t5) =0

Dicho en palabras: suponiendo reposo inicial, la respuesta a una combinacién lineal de entradas es
la combinacién lineal de las respuestas.
Dicho técnicamente: con condicionesiniciales nulas, latransformacion  f(t) - x(t) eslineal.

"Invariancia en €l tiempo"

S x(t) eslasolucionde L£(x) = f(t), t=0, XO0) =Xy, ..., X"D(0) =% entonces
Xt-tout-to) eslade L= ft-tou(t—to), t=to, X(t)= Xo, ..., X"V (to)= X"

Dicho en palabras: si la entrada se retrasa, |a respuesta se retrasa de igual manera.

Basandonos en estas dos propiedades, propondremos una férmula para la solucion de la ecuacion
no homogénea con condicionesiniciaes nulas,

Teorema 1.3 Propuesta heuristica
Seael sistema L(x)=f(t), t=0, X0) =...=x"D0)=0.
Si h(t) eslarespuestaa 4(t) , entonces x(t) = ﬁ hit—71) f(r)dr eslarespuestaa f(t) s.c.

Demostracion

Dado t> 0 queremos obtener larespuesta x(t) en el tiempo t.

Dividimosd intervalo [0, t] en n intervalos O=19g<T1<T2<...<Th=t.

En el subintervalo [7j, 7i.1] reemplazamoslafuncion f(r) por unescalén deatura f(r):

f@) [lr, 7,y =f@) (Tisa—T)&(r—7) donde €=t -7

Por lainvarianciaen el tiempoy el principio de superposicién larespuesta en el tiempo t, partiendo
del reposo, aestaentrada, es ~ f(1j) (tiz1 — i) h(t = 1) .
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Cuanto més pequefios son |os subinterval os mejor es esta aproximacion.
Por el principio de superposicion, larespuesta en el tiempo t es la sumade las respuestas a cada
una de esas entradas:

Shdht—7) f(ri) (risa—7i)  eslarespuestaalaentrada Y4 f (1)) | |G

Esta entrada escalonada se aproximaalafuncién f(r) en [0, t] cuando lalongitud de losintervalos
tiende a 0. Pero asu vez cuando lalongitud de los subinterval os tiende a cero la respuesta anterior
es una sumade Riemman para el cllculo delaintegra ﬁh(t -1 f(r)dr.
Luego x(t) = [[htt-1) f(mdt
g.ed.

Esto significaque laentrada f(t) y larespuestaa impulso unitario h(t) determinan la solucién
de la ecuacion con condiciones iniciales nulas mediante laférmula x(t) = ﬁh(t -7 f(r)dr.

Estaintegral sellamaconvolucion de h con f y seestudiard en una seccion posterior.
M és adelante se dard otra demostracién de la propuesta anterior.

Ejemplo 1
Larespuestaa esca6n unitario u(t) partiendo del reposo es
gt = [ht-nu@ dr= [ht-1)dr= fhu) du
En laintegral hemos hecho el cambio de variables u=t- 7.
Luego g'(t) =h(t) y g(0)=0. Enpaabras. g(t) eslaprimitivade h(t) queen 0 vae 0.
Ejemplo 2
A uncircuito en serie RL que estainicialmente descargado sele aplica el voltaje

V(t) = e~ tu(t) . Lacorriente generada i(t) verifica Li'+ Ri=e tu(t), i(0)=0.

R
-t

Como larespuesta a impulso unitario es h(t) = %e Lo ut), lacorriente sera

R R
s R=#L i(t) = £% et e Tdr = ﬁ («fft - e‘t) u(t)

R
s R=L i(t)=£%e_f(t_T) e‘Td‘z':jg%e‘th: %te"t u(t)
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Vemos que i(t) es continua pero la derivada es seccional mente continua con salto en 0.

Estabilidad
Un sistema se dice estable si a cada entrada acotadaen t = 0 responde con salidas acotadas.

Teorema l.4

Unaecuacion lineal con coeficientes constantes £ (x) = f(t) esestable si y sdlo si esinternamente
estable.

Demostracion

=) Supongamos que es estable y por lo tanto a una entrada acotadaes t = 0 responde con respuestas
acotadas. Sea a unaraiz caracteristica. Si Re(a) > 0, ¢®' noesacotadaen t =0 y esunarespuestaa
laentrada acotada f(t) =0, lo cual, por la hipétesis, no puede ocurrir. Si Re(a) =0, entoncesla
entrada acotada f(t) = ' provocaresonanciaen el sistema; una de las respuestas es del tipo

kt"e*! con r =1, que noesacotadaen t = 0, lo cual no puede ser. Luego todas las raices tienen

parte real menor que cero y la ecuacion es internamente estable.

<) Supongamos que la ecuacion es internamente estable.
Larespuestaa impulso unitario es h(t) = ¢(t) u(t), donde ¢(t) esuna solucion adecuada de la
homogénea. Por ser la ecuacion internamente estable, existe a> 0 tal que |¢(t) | < K e72!, t> 0.

Luego [~ [h®) |dt= [*|e®|dt< [K e-atdt=§<+oo.

Sea f(t) unaentradaacotadaen t=0: | f(t)| <M .Lasalidaque parte del reposo es
x(t) = fht-7) f(mdr

x| = | fht-7) f@dr| <M [|ht-1)|dr<M [T |h@)|dT<M &

para t=0

Luegolasalida x(t) esacotada; la cota depende de la ecuacién y de la cota de la entrada.
Todasdidaesdelaforma x(t) + Xg(t) con Xo(t) unasolucion delahomogénea.
Como lim, 1o Xo() =0, Xo(t) esacotadapara t = 0. Luego todas las salidas son acotadas.

g.ed.
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Otrademostracién de la férmula propuesta

Se propuso heuristicamente que x(t) = ﬁ h(t-1) f(r)dt eslasolucion delaecuacion con

condicionesiniciales nulas. Damos otra demostracion basdndonos en el siguiente teorema que
usa el concepto de continuidad uniforme. Abreviamos “ seccionalmente continua’ con s.c. .

Teorema 1.6 (Reglade Leibniz)

a) S f(t) ess.c.yg(t) escontinuaen [0, o), entonces F(t) = jg f(r)g(t— 1) dt escontinua

b) Si f(t) ess.c.y g(t) tiene derivada continuaen [0, «0), entonces F(t) esderivable en cada
punto de continuidad de f yladerivadaes F '(t) = Ef(r)g'(t—-r)dr+ f(t) g0 .

Demostracion
a) Estudiamoslacontinuidad de F(t) enun punto a. Planteamoslaférmuladel incremento

F@+Ah-F@= ' f@ga+at-ndr- [fmga-ndr
= [f@olg@+at-n-ga-nldr+ ['f@)ga+At-ndr

Enel intervalo [0, a+ 1] sonacotadas: | f(r)| <M y |g(r)| <M. Como g(7) es

uniformemente continua, dado € >0 existe § >0 ta quesi |At| <d entoncesparacada
en [0, a] vae|gla+At—1)—g@a-1)| <e.Luego

| Ft@lg@+At-1-g@a-Dldr| <M e=>limeo @ [ga+At-1-ga-]ldr=0
|E+Atf(r)g(a+At—T)alT|< M2|At = IimAHO‘EJrAaf(T) ga+At-ndr|= 0

b) Supongamosque f escontinuaen el punto a; entonces, por ser s.c., €s continua en un entorno.
Por el teoremadel valor medio del cllculo diferencial, paraagin « entre Oy 1:

ga+At-7)-gl@a-7n=9g'(a+ a At—1) At

Porser f(t) y g(t) continuasen el intervalo deintegracién [a, a+ At] podemosaplicar €l teorema
del valor medio del calculo integral

E+Atf(r)g(a+At—r)dr=f(a+,8At)g(a+At—a— BAt) At con 0<pB<1

Fa + At)-F(a)

Luego N

= [f(0) g'@+aAt-7dT+ f@@a+ fAYg[(1- B)AL]

Comog'(t) escontinuay 0<a <1, limyeo ['f(7) g'@+aAt-1)dr= ['f(1)g'(@@- 71)d7
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Como f escontinuaen a y g(t) escontinuaen O: limyio f(@+BADQI(L-B)At]=f(a)g(0).

F(at+ At)-F(a)

Luego  F'@=limy,o ———2= [*f(ng'@- ndr+f(@g0)
Esta expresion demuestra, por la parte @), que F '(t) es continuaen los puntos de continuidad de f .

g.ed.

Teorema 1.7
Sean f(t) continuaen [0, o) Yy ¢(t) lasolucién de

XY+ a1 X" D4 +ax=0, 00 =¢'0)=..=¢"20)=0, o"D0)=1
Entonces x(t) = jg f(r)p(t—1)dr tienederivadas continuas hastaorden n y para t= 0:

X g, XD 4 A X'+ ag x = f(t)
X0)=x'(0) =...=x"D0)=0

Demostracion
Por razones de claridad hacemos la demostracion para una ecuacion de orden 3. Entonces

et tap' tae=0y ¢0)=¢'0)=0, ¢"(0)=1
Por €l lemaanterior, X(t) = jg f (1) p(t — 1) d 7 tiene derivada continua dada por
XM= [fOet-ndr+ OO = [f@)e¢ t-ndr,
Aplicando otravez el lemavemosque x'(t) tiene derivada continua dada por
X" =[f@e"t-ndr+ T 0= [f@e"t-Ddr
Por unatercera aplicacion del lemavemosque x" (t) tiene derivada continua dada por
X" = [f@e"t-ndr+f®e" (0= [f@)e"t-ndr+ T

Usandoque ¢"+a¢"+a1¢'+age =0, obtenemos
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x"'+a2x"+alx‘+a0x=£f(r)<p'"(t—‘r)dr+ f(t)+a2[£f(r)<p"(t—‘r)clr]+
a|[fMe t-Ddr]+a [T et-1dT
= ﬁf(‘r) [p"t-D+ae"t-T+a10' -1 +a¢t—1]dr+ ft)=f()
Ademas, por las igual dades anteriores se tiene
X0 = [fmet-1dr=0, X 0= [ f@e (t-1dr=0, x"(0)= [ f()¢"(t-1)dr=0

g.ed.

Con lamisma demostracion obtenemos el siguiente.
Sea f(t) secciondmente continuaen [0, co) y sea ¢(t) lasolucién de laecuacion homogénea

XV +a, X" D4 L +agx=0 tadque @0 =¢' 0)=..=¢"20)=0, ¢"D0)=1

Entonces x(t) = ﬁ f(1) ot — 1) d 7 tiene derivadas continuas hastaorden n—-1y x™(t) es
seccionalmente continuapara t = 0 y verificaen los puntos de continuidad de f (t) :

X g, XD 4 Ay X'+ ag x = f(t)
X(0)=x'(0) =....=xX"D0)=0

2. FUNCION GENERALIZADA
Trataremos en lo que sigue de desarrollar un marco tedrico adecuado, aunque elemental, para encuadrar laidea de

impulso unitario. Destacaremos las ideas centrales sin pretender ser exhaustivos en el tratamiento de las funciones
generalizadas. Estas notas pueden tomarse, entonces, como una motivacion para su estudio en profundidad.

Funciones seccionalmente continuas

Unafuncién f(t) sedice seccionalmente continua en R, brevemente s.c., S escontinua salvo en finitos puntos
a; <ap<..<a, enloscuaesexistenloslimiteslateralesfinitos

liMea-fO=f@") , limg- f() = f@")

Ladiferencia f(a*) — f(a~) mideel "salto" delafuncidnen el punto & en el cua puede o no estar definida.
Estas funciones son acotadas e integrables en cada intervalo finito. Las combinacioneslineales de s.c. son s.c.
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Si f(t) essc., €l cambiodeescalaenlavariable f(at) yd desplazamiento f(t— 8) sonfuncioness.c.
Ejemplos

El escalén unitario desplazado u(t—a) consato +1 en a

Un escalon finito unitario [, () =u(t—a) - u(t—b), a<b, consdto +1 en ay -1 en b.
Lafuncionsigno sg(t) = u(t) — u(-t) consato +2 en 0.

He aqui otros ejemplos con sus gréaficas respectivas.

u(t) r() =tu(t) et) = [lo,y®
1-t] s -1st<1 at ot
A(t):{ 0§ 1t >1 e tu(t) te tu(t)
et u(-t) teot u(=t) e 't

[ele]ele] ol
NBOOOO
& foooor
NhOOO
cooor
NBhOO0O

05 10 -1.0 0.51.01.52.0

i

-1 123456

-4 -2 2 4

-6 -4 -2 2

Unafuncién f(t) tiene derivada seccionalmente continua si tiene derivada continua salvo en finitos
puntos a; < @ < ... < a, , en los cuales existen los limites laterales finitos de lafuncién y su derivada

fg™) , @™, '@, f'E&)

En cada subintervalo cerrado [a;, a.1] Se pueden extender, de manera continua, tanto la funcién como
su derivada, y también en losintervalos no acotados (—oco, a1] Y [an, +0) .

Lasfunciones r(t), A(t), e !t | son continuasy tienen derivadas.c..
Lasfunciones u(t) , et) , ut) —2u(t—1) + ut—2), e tu(t) sons.c. y tienen derivadas.c.

Lafuncion 4/ |t | escontinuapero no tiene derivadas.c.
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Lafuncion loglt| no esseccionamente continuay tloglt| escontinuapero no tiene derivadas.c.

. s 1 . . . . s 1 . .
Lafuncién t sen T s continua pero no tiene derivada s.c. Lafuncion sen T no es seccionalmente continua.

Ampliacion

a) Se puede definir de manera similar funcion seccionalmente continua en interval os acotados o semiacotados.
b) También podemos permitir que la cantidad de puntos de salto & seainfinita, siemprey cuando haya
finitos en cada intervalo finito.

Ejemplo

Lafuncion parte entera:  [X] = mayor entero mayor < X
Todos |os enteros son puntos de discontinuidad con salto 1. Es una funcidn seccional mente derivable.

Pl ot [Fl oor [t], {t, -1, 4}, PlotStyle -» {Thick}]

Ejemplo

Una funcién periddica podria tener finitos saltos en cada periodo.
Por gemplo, lafuncidn con modelo sent, 0<t< 2,y deperiodo 2, tiene saltosen los multiplosde 2.
Es una funcion seccionalmente derivable.
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Plot [ Sin[Md[t, 2]], {t, O, 10}, PlotStyle -» {Thick}]
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
Teorema 2.1

Si lasfunciones f(t) y g(t) soncontinuasy tienen derivada s.c. en un intervalo cerrado y acotado [a, b]

entonces vale laformula de integracion por partes:
Ptoavdt=fbdob - f@g@- [fHg ®dt

Demostracion

En cada subintervalo cerrado [a;, a.1] en que ambas funciones tienen extension con derivada continuala
formulaes ciertay como son continuas en todo € intervalo [a, b] loslimiteslaterales en cada a; soniguales
y coinciden con € valor delafuncion. Luego

[ mamdt=fam g@a) - f@g@ - [ fng ndt

Sumando estas igual dades obtenemos latesis.
g.ed.

Ejercicio
Compraobar, usando el teoremay también directamente, laigualdad

1 1

LN rodi=AG)r(3) - ACD =D - [RAD T O dt=-3
Para que laférmula de integracion por partes sea cierta, es importante que ambas funciones sean continuas
como muestra el ejemplo siguiente.

Ejercicio
S f()=u), gt)=t+ 1, comprobar que laférmulano esciertaen € intervalo [-1, 1].
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Funciones muy buenas

Una funcién tiene soporte compacto si es nulafuera de agun intervalo finito.
Una funcién se dice muy buena si tiene infinitas derivadas y es de soporte compacto.

Lamayoria de las funciones habituales no son muy buenas. Por ggemplo, lafuncion A(t) es continua
y tiene soporte compacto, pero no es derivable.

Lafuncion sent tieneinfinitas derivadas, pero no tiene soporte compacto.

Nop obstante, veamos que existen muchas funciones muy buenas.

1
Comprobar quelafuncion g(t) = e t u(t) tiene infinitasderivadas alin en t = 0, donde todas las
derivadas son cero. Mostramos su grafica cerca de cero y en un intervalo més grande.

glt_1:=1f [t > 0, e'ti, 0]

gl=Plot[g[t], {t, -0.1, 1}, PlotRange » All, PlotStyle » {Thick}];
g2 =Plot [g[t], {t, -0.1, 5}, PlotRange - All, PlotStyle » {Thick}1I;
GaphicsGid[{{gl, g2}}]

02 04 06 08 10

Paracadafuncién f(t) coninfinitasderivadasy cada a> 0, lafuncion producto f(t) g(t)g(a—t) es
cero fueradel intervalo [0, a] y tiene infinitas derivadas. Por |o tanto es muy buena. Dibujamos algunas.
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grt_1:=1f [t 50, e, o]

gl
g2

Plot [g[t]g[l-t], {t, -0.1, 1}, PlotRange » All, PlotStyle - {Thick}];

Plot [t?Sin[30t]g[t]1g[l-t], {t, -0.1, 1}, PlotRange » All, PlotStyle - {Thick}];
g3=Plot[g[t]g[l-t] (t*+ Cos[10t]), {t, -0.1, 1}, PlotRange -» All, PlotStyle - {Thick}];
g4=Plot[g[t]g[l-t]t® {t, -0.1, 1}, PlotRange » All, PlotStyle » {Thick}];

G aphicsGid[{{gl, g2}, {93, g4}}]

0.015 0.004
0.002

0.010 ]
0.005 -0.002
—0.004

0015+ 0.0014 F

) 0.0012

0.010¢ 0.0010°F

0.005 | 0.0008 £

‘ ‘ ‘ _ 0.0006F

0. 0. 06 08 10 0.0004¢

—0.005¢ 0.0002

—0.010 |

02 04 06 08 10

Para e >0, lafuncién Ge(t):jfwg(r) ge—1)dr vae 0 sit<0,creceend intervalo [0, €], desde el

vaor 0 hasta a= fg(‘r) dle—1)d7 >0, ysemantieneconstante a para t=e. Ademastieneinfinitas
derivadaspues G.'(t) = g(t) g(e —t). Sugréficaesdelaformasiguiente:
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1 1
Li st Li nePl ot [Tabl e[fe':e': dt // N, {a, 0.1, 1, 0.05}], Plot Styl e » {Thi ck}]
0

0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

Para a<b y 2e <b-a,lafuncion Kap (t) = %Gé(t— a) G(b—t+a) esmuy buena,
tiene soporteen [a, b] yesconstantelen [a+e€, b— €] . Sugréficatiene laformade unameseta

10
0.8
0.6
0.4
0.2

Si f(t) tiene k derivadas continuas entonces gc(t) = f(t) Kaype(t) tiene k derivadas continuasy vale 0O
fueradel internalo [a, b], esigual a f(t) en [a+e b—¢], ys | f(t)| <M entonces

j:\ f(®) - gt |dt< [ f(t)—ge(t)|d’t+ﬁe‘ (- gt [dt<2Me

Por lo tanto, g.(t) estatan cerca, en area, como se quiera, de f(t) enel intervalo [a, b] eligiendo €
suficientemente pequefio.

Por gemplo, lafuncidon sen?2t tieneinfinitas derivadas pero no tiene soporte compacto. Multiplicada por
Ko,154(t) €s muy buena con soporte compacto en € intervalo [0, 15].

Espacios de funciones de prueba

Utilizaremos los siguientes espacios de funciones.
Lasfuncionescon k derivadas continuas, 0 < k < co, forman un espacio vectoria D®,

Las funciones con k derivadas continuas, 0 < k < co, y soporte compacto forman un subespacio Do® c DX .
Las funciones muy buenas forman el espacio vectorid D™ que es un subespacio de cada Do®.

Para un intervalo abierto (a, b) , D™(a, b) sonlasfuncionescon k derivadas continuas, 0 <k < o0, y
soporte compactoen (a, b).
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Definicion de funcién gener alizada

Una funcién comun opera sobre un dominio de nimeros, es unaregla que permite evaluarla en cada nimero
del dominioy €l resultado es otro nimero: f :[D - R Por analogia damos la siguiente definicion provisoria.

Unafuncion gener alizada es una transformacion lineal F : Dy >R .

El dominio es el espacio vectoria de las funciones muy buenas ¢(t) , que se llaman “funciones de prueba’ .
Es una regla que permite evaluarla en cada funcion de prueba ¢(t) y el resultado es un nimero.
Operalineamente: F(e1 +¢2) =F(p1) + F(w2) v FAp)=AF(p) .

Habitualmente anotaremos las funciones generalizadas mediante F(¢) o con integrales formales
F) = [TFM) et dt

Este formalismo pone de relieve lalinealidad de la funcion generalizada.

Una funcién generalizada puede que opere sobre un espacio vectorial més amplio que Do,

He aqui varios ejemplos de funciones generalizadas e indicamos €l tipo de funciones de prueba més amplio a
las que se pueden aplicar.

[ t‘:’ Fa1(t) o(t) dt = ©(0) opera sobre funciones de prueba continuas D©
f D‘:’ Fo) o) dt=-2¢"(2) opera sobre funciones que tienen derivada continua D™
f SR et dt= ngo(t) dt opera sobre funciones continuas D©

TR ety dt= [T syt o' () dt acttia sobre funciones con derivada continua y soporte compacto D"
[ SFsh ety dt=-2¢"'(1) + % ¢™(2) actlasobre funciones con tercera derivada continua D®
f :’ Fg(t) p(t) dt = f; u(t) o(t) dt actiia sobre funciones continuas con soporte compacto Do

f O:" F-(t) o) dt= nga' () dt opera sobre funciones que tienen derivada continua DM

Las funciones generalizadas se pueden combinar linealmente y forman un espacio vectorial.
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Sobr e la definicién de funcién generalizada

Hemos definido funcion generalizada como una transformacion linea F @ Dp™ - R .

En esta definicion omitimos|la siguiente condicion extra de "continuidad" que debe cumplir F :
Si ¢n(t) esunasucesion de funciones muy buenas, que tienen soporte compacto contenido en
un mismo intervalo finito, y paracada k lasucesion ¢,®(t) converge uniformemente a cero,
entonces F(¢n) — 0.

La hemos omitido pues todas |as funciones generalizadas que aparecen en estas notas cumplen con
esta condicion. Ademas, estas notas son de carécter elemental y tratan de mostrar algunas aplicaciones.

Definicion de orden

Una funcién generalizada es de orden k si puede actuar sobre Do® o DX,
En particular, si actlia sobre funciones continuas, es de orden 0.
Por gemplo, F;,F3y Fg sondeorden O; F,, F4 y F7 sondeorden 1; Fs esdeorden 3

Usando la*“continuidad” se puede demostrar que toda funcion generalizada F(t) tiene orden finito
sobre cada intervalo abierto acotado (a, b) , esdecir, existe k>0 tal que F(t) actiaen Dy®(a, b).

Impulso unitario
Utilizando laaproximacion lim.,g e(t) = 6(t) damoslasiguiente definicion de 6(t)
[ e dt:=limeo [ edt) o(t) dt

El simbolo := indicaque el miembroizquierdo se define con el miembro derecho.
VVamos a demostrar que este limite existe para ¢(t) continuay define una funcién generalizada.
Utilizando €l teoremadel valor medio del calculo integral, tenemos:

[Le®ebdt= feOdt=e@e=p¢ paadgin &, 0<é<e

Como ¢ escontinua  lime,o [ &) (t) dt = lime,o9(&) = ¢(0)

Luego
[F26() et dt = ¢(0)

para cada funcion de prueba ¢(t) continua. En particular 6 (t) tieneorden O.
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De la mismamanera se obtienen los resultados siguientes.

a) Traslacion: j_“:o ot—a)pt)dt=g¢(a) paracada ¢ continua.
b) Mdiltiplos: f_"; cot—a)p(t)dt=cp(a) paracada ¢ continuay cadanimero c.
¢) Producto por funciones: s f(t) esunafuncion continuaentonces f(t)d(t—a) actia

Lllfmst-aletdt:= [T st-a)lft)et)]dt="f(@)e@)

Luego
fhot-ay=f(@dt-a

Este resultado es razonable pues, como 6(t — @) esta concentradaen a, al multiplicarlapor f(t)
sOlointeresael valor de f(t) en t=a.La §(t—a) quedamodificadapor € factor f(a) .
Por gjemplo:  cost 6(t) = 6(t) sent §(t-m)=0 e ot+2) = e 26(t+2)

El impulso unitario también se lo conoce como “delta de Dirac”, en honor a fisico inglés
Paul.Dirac que laintrodujo hacia 1930 en sus estudios de la Mecanica cuantica.

Gréfica de impulsos unitarios

La d(t—a) esel impulsounitarioen a y selo grafica con unaflechaverical de altural en el punto a.
Un mditiplo cé(t—a) selo graficacon unaflechaverical deaturac end puntoa.

Mostramos la gréfica de la combinacién lineal %6(0 - 06t-2) + 6(t-23)

1.0

05

-05
-10
Ejercicio

Sea F definidapor  [""F(t) e(t)dt:= £1¢' (t)dt deorden 1.
Utilizando laregla de Barrow probar que F(t) = 6(t — 1) — 6(t) sobre funcionesde DD,
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Ejemplo

2R 0t —Kk) esunfuncién generdlizada de orden 0.

Funciones usuales como funciones gener alizadas

Cadafuncién f(t) seccionamente continua define una funcion generalizada, que anotamos F, que opera
sobre funciones de prueba continuas con soporte compacto mediante laintegral usual

Fi(p):= [T f(t) ot dt
F¢ esunafuncion generalizadade orden O .
Por egemplo, el escalén unitario u(t) define lafuncion generalizada
Fulp) = [ud ety dt= [[“e(t) dt

El escalénfinito e(t) define lafuncién generalizada que opera sobre funciones continuas

Fe(o) = [et) oy dt= [[o(t) dt

Valor principal

)

Lafuncion % no es seccionalmente continuay en general no esintegrable en €l origen.

Para poder incorporar estaimportante funcién seguimos una idea de Cauchy, que consiste en evitar €l origen
en formasimétricay tomar limite:

- [40)
IImf”°f|t|>eT dt

Demostremos que este limite existe para cada funcién de prueba con derivada continuay soporte compacto ¢(t) .
En efecto

gt e eld ¢V (-t gt )
Jus e dt= [o7mdts [[Rmdt= - ["==dts [Pomdt= [F=——dt

Si lafuncion o(t) es derivable en 0, lareglade L’ Hopital muestra que lafuncién w

escontinuaen 0 y
ademés tiene soporte compacto. Luego el limite propuesto existey vale
; O eO-¢(-1)
limeo [, - dt= " =—"—dt
Este limite define entonces una funcion generalizada que se llamavalor principal de % y Sse anota pv(%) .

Puede actuar sobre funciones con derivada continuay soporte compacto y por €llo es de orden 1.
Decimos que se ha "regularizado” laintegral f; @ dt y escribimos pvf_°:o @ dt.
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Definiciéon deigualdad

Dosfunciones generalizadas F; y F, sedicenigualessi dan el mismo resultado en cada funcién muy buena.
Fi=F, s [7F® edt= [TF(hetdt  paracada (t) deprueba
Ejemplo

Lafuncion generalizada F (@) = f:o sg(t) ' (t) dt esdeorden 1. Observemos que

[P dt=-[° ' ®dt + [To' O dt=—[e®] ° +[e®)] § =~ 2¢(0)

Por lo tanto, actaigual que — 24(t) sobre cada funcion de pruebaen Dy y entonces F = -2 .

Ejercicio
Probar que lafuncién generadlizada F(yp) = ﬁtw' (tdt coincidecon 6(t—1) — e(t).

Teorema 2.1
Si dos funciones seccionalmente continuas f1(t) y fo(t) definen lamismafuncion generalizada Fy, = Fy,,

entonces soniguales fi(t) = fo(t) en cada punto de continuidad.

Demostracion.
S f=f-f, eslarestadeambas, entonces F; =0, 0sea paracada ¢(t) de prueba ﬁof(t) pt)ydt=0.
Sea ty unpunto de continuidad de f(t).
Supongamosque f(tp) > 0 entonces en un entorno (o — a, to + @) es f(t) > 0. Elegimosunafuncién ¢
muy buena no nula, con soporte en ese entorno y ¢(t) = 0. Entonces f; f(t) o(t) dt> 0 lo cual no puede ser.
De la mismamanera se prueba que no es posible f(tg) <0. Luego f(tg)=0.
g.ed

Gracias a este resultado usamos el simbolo f envez de F¢ cuando no hayapeligro de confusion.

Desplazamientos

Paraunafuncion f(t), conel cambiodevariable t-a=r,vae [~ f(t-a et dt=[" f(1)o(r+a)dr.
Esta igualdad nos sugiere la siguiente definicion general de desplazamiento de una funcién generalizada

[LRt-aemdt: = [TF@er+a)dr
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Ejemplos

i) Fit—a)=Fita

i) [Cot-aemdt: = [T e(r+a)dTr=¢@ = ot-a) coincideconladefinidapreviamente.

i) [ pv()ewdt: = [T o)+ adr=lim g [ 2 dr=lim_g [, £ dt

t-al>et—a

Cambio de escala

Para ¢ nonulo, haciendo el cambio devariable ct=r,vale [ f(ct) o(t)dt= %f;f(r)cp(%)dr.
Estaigualdad nos sugiere la siguiente definicion general:

1

[LFevemat: = — [TF@e(5)dr
Ejemplos

i) Frct)=Fiey

i) [Tochemdt: = = [Vsme(X)dr= % ¢(0) > sct) = = 5(t) .

lcl |c|
L . . 1 T o, 1
Coincidecon  lim_o [~ e(Ct) oty dt=lim_ o B [C e tp(g)d‘r— 5 (0.

S c=-1 seobtiene [T F(-bet)dt:= [T F(r)e(-1)dT
F sedicepar s F(-t)=F(t) eimpar s F(-t)=-F().

Ejemplos

a) o) espary pv(%) esimpar.

b) Ff esparsiysilos f espar y F¢ esimparsiysdlos f esimpar
Ejercicio

a) Para cadafuncion generalizada F(t) , setiene F(t) = Fp(t) + Fi(t), donde
Foh)=3[FMO+F(-0] espar y F(®)=3[F(® - F(-t)] esimpar
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b) F(t) esparsiysilosi jiF(t)z,o(t)dt:O paracada ¢(t) impar.
F(t) esimparsiyslosi [T F(he(t)dt=0 paracada e(t) par.

Aproximaciones al impulso unitario

Es notable que el impulso unitario se pueda obtener de unainfinidad de maneras como limite de funciones
comunes, segiin se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2
Sea W(t) seccionamente continua, de soporte compacto, v(t) =0 y f; vt dt=1.

Sea V()= %V(E) entonces para cada funcion ¢(t) continua

limeso [T Ve® (D dt= ¢(0)

Demostracion
Haciendo un cambio de variable obtenemos [~ vt dt= [ vy dt=1.

Como v (t) seanulaen t>ea

le= [Tv®e® dt= [ v ¢t dt

Enel intervalo —ae<t<ae, lafuncion continua ¢ tieneun minimo m.y un maximo M, : m < ¢(t) < M,
y por ser continua
limeo Mc = limeo me = ¢(0).

Ademas, como v =0, setiene  m V() < Ve(t) p(t) < M Ve(t) .
Integrando, se conservala doble desigualdad, y obtenemos m. <l <M.
Luego ¢(0) =lim._o M. < limegle <lime oM, = ¢(0) > limeole = ¢(0) .

g.ed.

Ejercicio
Graficar v, paralasfunciones v(t)=e(t) , gt + %) C A, AL+ %) y %(1—t2) [Ty ® .

Ejercicio
Paralafuncion positiva  f(t) = []_14,(t) € areabajolacurvaes j_";f(t)dt =2.
Demostrar que paracada ¢ continua lim.g f:o fe(®) ) dt=2¢(0) osea lim.,g f(t)=26(1).
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Observacioén
El siguiente teorema muestra que no es necesario que lafuncion v(t), considerada en el teorema anterior,
sea positiva o de soporte compacto, para que se cumpla lim._gVe(t) = 6(t). Bastaque v(t) seaunafuncidn

absolutamente integrable y con integral 1. f o:"v(t) dt=1. Heagui dos ejemplos de tales funciones.
Ejemplos

1
1+1t2

a f(t)= % es positivapero no tiene soporte compacto; esintegrabley tiene integral 1.

by f@i)= g ti%tl Nno es positivay no tiene soporte compacto pero es absolutamente integrable y su

integral es 1. La graficamos.

V2 1-t
—r dt
7T —otd sl

1
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v2 1-t

Pl ot [_7( a1

, {t, -5, 5}, PI otStera{Thick}]

Teorema2.3.
Sea Vv(t) secciona mente continua, absolutamente integrabley f; v(t)dt=1.

S v (= %v(é) entonces para cada funcién ¢(t) continuavae:

limeo [TV e dt= 90 6  limeg V() = &(t)
Demostracion
Excede los limites de estas notas.

Sea ¢(t) unafuncién de prueba continuay por lo tanto acotada: | (1) | <k .
Haciendo el cambio de variables t=€s

[ ey dt= [T7u(s) gles)ds

Setiene |[V(S)p(eS) | <k |[V(9)| Y liMeoV(S) g(e9) = V(S) p(0) por ser ¢ continua
En estas condiciones se demuestra (usando el teorema de la convergencia dominada) que

limeso [Vt @(t) dt = @(0) [Tu(t) d't = ¢(0)

g.ed.

3. DERIVADA GENERALIZADA
M otivacion

Si f(t) esunafuncién continua con derivada seccionalmente continuay ¢(t) tiene derivada
continuay soporte compacto, integrando por partes, se tiene

[T memdt= - [Tih) e (1) dt
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Estaformula permite expresar laderivada f '(t) entérminosde f(t) usando funcionesde
pruebaderivables. Si f esunafuncién sin derivada, 0 si es unafuncién generalizada,
podemos "derivarla' haciendo uso de la expresién anterior.

Definicion de derivada generalizada

Definimosladerivada de unafuncion generalizada F operativamente mediante laférmula
[TFrmemdt = - [TFO 't dt
para cada funcién muy buena ¢ .

La"derivada’ F' esunafuncién generalizada. Cadafuncion generalizada tiene infinitas derivadas.
Esclaroques F tieneorden k entonces F ' tieneorden k + 1.

Es consistente con la derivada comin pues, si f es unafuncidn continua con derivada
f ' s.c. entoncesvalelaigualdad

-[Cfme mdt= [ et dt
lo cud significaque
Ft =F¢
Ejemplo 1

Calculamos |la derivada generalizada del escalon unitario u(t) derivando Fy .
Si ¢ esuna funcidn con derivada continuay soporte compacto, entonces

TR et dt=-[""Fut e’ ®)dt= - [[¢' (1) dt = —[¢(+0) — ¢(0)] = ¢(0)

Luego F,'=6, que se suele abreviar escribiendo u'=¢.

Ejemplo 2

Calculamosladerivada generalizadade larampa  F, @ r(t)=tu(t) .
Como r(t) escontinuay tiene derivadas.c. u(t) seobtiene F,'=F,. 6 r

=u.



También, utilizando la definicion,

TR metdt=—[""rtye' O dt= - [Tt () dt

r
= —[te®E® + [[Temdt = [Tetydt=[TTub ety dt= [TTFub) ¢t) dt
Ejemplo 3

Calculamos |la derivada generalizada del escaldn unitario finito e(t).

[Fe' e dt:=—["etyp' O dt=—f ¢ (O dt=~[eb)]} = ¢(0) - p(1)

Luego Fe'=4(t) —d(t—1), 6abreviadamente, e'=6(t) — 6(t - 1).

Ejemplo 4
Calculamos la derivada generalizada del triangulo A(t).

a) Usando la definicién de derivada

A Oedt=—["AO ¢ O dt=-[S1+he' O dt- [y B dt

= 00+ [ ey dt+e0) - fletydt= [ ety dt- [leb dt

Laaccion sobrelafuncion de prueba ¢(t) coincide con lafuncion generalizada
asociadaalafunciéns.c. et + 1) — et — 1). Escribimos A'(t) = et + 1) — e(t — 1)
cuyagraficaeslasiguiente.

git_]1:=Wich[-1<t <0, 1, 0<t <1, -1, True, 0]
Pl ot [g[t], {t, -2, 2}, AspectRatio -» Autonmatic, PlotStyle -» {Thick}]

PPy
£

05}

-0.5)

-1.0

b) Otra manera es observando que A(t) es continuacon derivadas.c. A'(t)= et+1)—et—-1)
Y por lo tanto FA'=Fa = Fe(t+1) - Fe(t—l) .

Unidad 2-julio2014.nb |31



32| Unidad 2-julio2014.nb

Ejemplo5
Calculamosladerivadadela oty :  [776"' () gty dt:=—[T76(t) o' () dt=— " (0)
Notamosque 6 esdeorden O ysuderivada §' esdeorden 1.
Ejercicio
Calcular la derivada generalizada de las siguientes funciones
tAQ), ted), te(t—1), (sent)u(t), (cost)u(t)
Ejercicio
Calcular 6" () ,..., s™().
Ejercicio
Comoopera u"(t)+2u'(t) + u(t) sobreunafuncionde prueba ¢(t) .
Ejercicio

S22 00®(t - k)  esun funcion generalizada de orden co pero en cadaintervalo
acotado tiene orden finito. Su soportees [0, +o0) .

Reglasde derivacion
Teorema 3.1
R1. (Cl F1+C2 Fz) IZC]_ F1'+C2 F2'.

R2. ut-a)'=d(t-a).
R3. S f(t) esunafunciénconderivada f' s.c. ysdtosen g < .... < a, entonces

Fe'=Fe+ SLf@E" - @) ]ot-a)
R4. Si f(t) esunafuncion con derivada continua entonces
(fHut-ay'=f'Hut-a)+ f(@dt-a)

Demostracion



Lasreglas 1y 2 quedan acargo del lector.

Demostracion de la Regla 3.

Sea s(t) =" [f(&™) - f(a™)]ut—a) lafuncion escalonada que tiene los mismos
satosque f(t). Usandolasreglasly 2, laderivadade S(t) es

s'®=x4L[f@") - f@)lét-a).

Lafuncion fy(t) = f(t) — s(t) escontinuaconderivadas.c. f'(t). Luego Fr'=F;s.

Aplicando lalinedidad a f(t) = fi(t) + S(t) se obtienelaférmuladel enunciado.

Demostrar laregla 4, directamente o mostrando que es un caso particular de laregla 3.

Ejercicio
Calcular lasderivadasde  2t%u(t+ 1) —sent, t[et—1)—et)] y costu(t—r).
Teorema 3.2

S F'=0 entonces F=F; con ¢ constante.
Demostracion

Para cada funcion deprueba  (t) setiene 0= [T F'(M) et dt:=— [T F(t) ¢ ' (t)dt
Elegimosunafuncion muy buena 6(t) tal que [~ d(tydt=1ysea c= [* F(t)6(t) dt.
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g.ed.

Si ¢(t) unafuncidn muy buenay f;go(t)dtza, lafuncion l//(t)zrm(go(T)—a'Q(T))dT tiene

soporte compacto y derivada: ¢ (t) = ¢(t) — @ 6(t) y por ello es una funcién muy buena. Luego

0= [CF'Mytdt=- [ FOy G dt=-[ F) et -abb]dt =

[LFM ethdt=a [CFMObdt=ac= [T cotydt = F=F

Restricciéon a un abierto

g.ed.

Dada F , surestriccion aunintervalo abierto U cR es Fy(p) :=F(¢), ¢ consoportecompactoen U.
Si F tienederivadanulaen unintervalo abierto U, esdedcir, Fy'=0, elegiendo lafuncién 6 enla
demostracion anterior con soporte en € intervalo U, y considerando funciones muy buenas con soporte

compactoen U, sedemuestracomo en el teorema, que Fy es constante.
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Teorema 3.3
Sea f(t) unafuncidn seccionamente continua. Si existe unafuncién g(t) seccionalmente continuatal que

F: '=Fg,entonces f escontinua, tiene derivada seccionalmente continuay f ' (t) = g(t) enlospuntos

de continuidad de g(t).

Demostracion

Por hipdtesis — [~ f(t) ¢' () dt= [T g(t) ¢(t)dt paracadafuncion muy buena ¢ .

Lafuncién G(t) = ﬁg(r)dr escontinuay G'(t) =g(t) encadapunto t decontinuidad de g(t).

Luego F'=Fy ,0sea, —[" G(t) ¢ '(Hdt=[" g(t) ¢ () dt. Entonces Fg'=F¢ ' =

(FG,f) '=0. Por el teorema 3.2 existe unaconstante ¢ tal que F¢_g=F; Yy por el teorema2.1
f—-G=c. Luego f=G+c escontinuacon derivada seccionalmente continuaigual a g(t) en sus
puntos de continuidad.

g.ed.
Ejemplo
Unasolucionde F '(t) =4(t) esF(t) = u(t) y segln el teorema, todas las solucionesson u(t) + c .
Otrasolucién es % sg(t) y setiene % sg(t) = u(t) - % .

Ejercicio
@ Si F'(t)=c constante probar que F(t)=ct+d
b)S ayF'+a F=0 probar que F(t)= ke s, (Ayuda: derive en! F(t) yuseel teorema3.2).

¢) Generalizar el resultado anterior para ecuaciones homogéneas de orden mayor:
S agF™+a F"™Y 4+ . +a,F=0 entonces F =35, pi(t) %! esdecir, las soluciones son las
clésicas. Ayuda: razonar como en la demostracion del teorema 1 de launidad 1y usar laparte b) anterior.

Ejercicio
a) Calcular laderivada segundade |t].
b) Calcular laderivadasegundade e'u(-t) yde te'u(-t).

Ejercicio
Calcular todas las solucionesde  F™(t) = §(t) .
Determinar una solucién causal F, esdecir, conrestriccion a abierto U =(t<0) nula, y probar que es Unica.

Ejercicio
Sea F'()=20(t+1) —tet).
a) Hallar F(t).

b) ¢Como opera F"(t) sobreunafuncidndeprueba ¢(t) ?
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Regla5 Dedivada de un producto

Sea G(t) unafuncion generalizadade orden k y f(t) esunafuncion con k derivadas continuas.
Definimosel producto f(t) G(t) como lafuncion generalizada de orden k dada por:

[T Gl e dt:= [TGOIf 1) o] dt
Sea G(t) unafuncion generadizadadeorden k y f(t) unafunciéncon k+ 1 derivadas continuas.
Entonces

[(fOGH]'=f ' OCH+FHGC'H)

Demostracion
Si ¢ esunafuncion de prueba, entonces por lareglausua (f ¢)'=f'o + f ¢'. Luego

TGO ey dt=-[T7[GM) fh] @' M) dt=—[""GOIf (1) ' (h]dt
= —["GmIf M e®]'dt+ [T (V) et)] dt=
= [T oIf®emldt+ [T (1) Gh)] et dt

= [CIfOG Mlemdt+ 77 (1) GO] et dt
g.ed.

Ejemplo
[e tu®)] "= —etult) + et 5(t) = —e~tu(t) + 5(t)

Ejemplo

Consideremosel circuito en serie RC queestainactivoen t <0 y a que le colocamos
unabateriade1Volt en t>0 como muestralafigura.

R

Wi —

Lacorriente verificalaecuacion integra  Ri + éﬁ(t)dt:V(t), i(0)=0
Reemplazando V(t) = u(t) y derivandoqueda Ri'+ éi: u' =9, i(0)=0.

t
Lasolucién eslarespuesta causal al impulso unitario: i(t) = %[E uc) .
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Derivada del valor principal

Por definicion de derivada se tiene

p.v.jjo(%)'cp(t)dt = _pvj_“;@dt: _EQLP'(t)—:O'(—t) dt

Queremos expresar este valor en términosde ¢(t) y no de su derivada. Para €llo consideramos
lafuncion ¥(t) = o(t) — 2¢(0) + ¢(-t) quetieneun cero dobleen t=0, esacotaday su derivada
esy'(t)=¢'(t)—¢p'(-t); porlotanto t~2y(t) esabsolutamenteintegrable en todalarecta;
integrando por partes se tiene

PO ) el (U] PO L\ (oo #0-26(0) + p(-b
D at= - O at= {[1]0+E0t2 clt}— I - dt

Luego
p-V-j_";(%)'go(t)dt = _Kw dt

Ejercicio
a) Si F(t) espar demostrar que F'(t) esimpary s F(t) esimpar entonces F'(t) espar.
b) Ejemplificar &) mediante 6(t) y pv(s).

Convergenciay derivada

Decimos que las funciones generalizadas F, convergen alafuncion generalizada F para @ — ag
s paracada ¢(t) de pruebasetiene

My [ Fa®e® dt= ["F() @(t) dt
Lo simbolizamos Iim(,_>a0 F,=F.

Teorema 3.4
Si Iima»(,0 F, =F entonces Iima,>% F,'=F".

Demostracion
En efecto, sea ¢ de prueba, entonce ¢ también es de pruebay setiene:
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iMynsag [Fa' (0 @t) dt = liMyosoq (— [“Fa® @' () dt)
= —[TFe mdt=[TTF O et dt

g.ed.

Ejercicio
Sea vu(t) =nte(nt) + u(t— n‘l). He aqui su gréfica.

1 1
VIt ] :=V\hich[t <0,0 0<t <—, nt, —<t, 1]
n n

n=4; Plot [v[t], {t, -1, 3}, PlotStyle -» {Thick}]

Mostrar que limp,eVn=U Y liMpse Va'=6(1).

Ejemplo

Mediante laaproximacion lim._ge(t) = 6(t) obtenemos
limeoe.' () =limeo £ (60 - 5t - ©) = 5" (0.
Esto se puede comprobar directamente:
[Te ety dt=-["Tet e Hdt=-f¢' O dt=-pe) - ¢(0)] > - ¢'(0)
Estas expresiones se asemejan ala definicion de un “dipolo” infinitesimal en fisica.

Ejercicio
Lafuncion loglt| espar eintegrable en intervalosfinitos. Por ejemplo, f_lllog|t|dt=—2.
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Pl ot [Log[Abs[t]1], {t, -1, 1}, PlotStyle -» {Thick}]

Definimos la funcion generalizada asociada

Loge) := [ loglt ¢ty dt paracada ¢e D©

Usando que Log(e) = lim__, o- jtlxlog t| @(t) dt, probar queladerivada Log' (t) = pv(%) :

Respuesta al impulso unitario

Replanteamos € problema de laintroduccién, pero en €l marco de las funciones generalizadas.

1. Sea x(t) larespuestaa L(X)=eJ(t) con condicionesiniciales nulas.
Hemos demostrado en laintroduccion que  lime_oX(t) = h(t) y éste estambién un limiteen

el sentido de las de funciones generalizadas.
El operador £ esunacombinacién lineal de derivadas, entonces por €l teorema 3.4, obtenemos

o(t) = limesp€c(t) =liMes0 L(Xe(1) = LimeoXe() = L(ht) = L(h®) = o(t)

Este confirma que las funciones generalizadas constituyen un ambito adecuado para la resolver

el problema.
Queremos mostrar también un camino alternativo para calcular la respuesta causal al impulso

unitario, que sera usado més adelante para analizar sistemas de ecuaciones.

2. Buscamos una funcion generalizada causal X(t) que verifique L£(X) =46, esdecir,
i) para cada funcion de prueba ¢ con soporte compactoen t< 0, X(p) =0;
y i) paracadafuncion de prueba ¢, L(X) (¢) = ¢(0) .

Es Unica pues, la diferencia entre dos tales soluciones es una solucion de la homogénea, y por un
gjercicio consecuencia del teorema 3.3, es unasolucion clasica, y como su soporteestaen t=0,
necesariamente es nula.

Para encontrarla, planteamos un procedimiento heuristico de blsqueda.



Unidad 2-julio2014.nb |39

Como X(t) debeser nulaen t<0 vy satisfacer laecuacion homogéneaen t> 0 proponemos
X(t) = ¢(t) ut) donde ¢(t) esunasolucién de laecuacion homogénea: L(¢)=0.

Calculamos las primeras derivadas, utilizando las reglas de derivacion:

X' (O = (@) u®)’ = ¢" (O u®) + ¢(0) 6(1)
X" (1) = (¢ u®)" =" O u® + ¢"(0) 6(t) + ¢(0) 6" (1)
X™(1) = (O u®)™ =™ O ut) + ¢ (0) 6(t) + ¢"(0) 6" (1) + $(0) 6" (1)

Ordenl Para L(X)= ayX'+a3 Xx= 6(t), X(0)=0 planteamos

LIX®) = ag[¢" (D) u(t) + (1) 6(1)] + a1 (1) u(t)
= [a0 ¢’ () +a O] UM +ao ¢(1) 6(t) = a ¢(0) 6(t) = 6(1)

Para que se cumplala Ultimaigualdad debe ser ag¢(0) =1 y por lotanto X(t) = h(t).

Orden2 Para L(X)=agX"+a; X'+ap; X=4(t) planteamos

LIXM)=ao[¢" O u®) +¢"(0) 6(1) + p(0) 6" (D] + a1 [¢" (1) u(D) + $(0) 6(t] + az[o(t) u(t]
=[ag " () +a1¢" () + a2 ()] u®) + [a0 ¢" (0) + @1 H(O)] 6(1) + a0 #(0) 6" (1)
=[ag¢"(0) + a1 ¢(0)] 6(1) + 8o p(0) 6" () = 6(1)

Para que se cumplala Gltimaigualdad, elegimos ¢(0) =0, ¢'(0) = ag~* , y obtenemos
X(t) =gt ut) donde agg" (1) +ay ¢’ () +ax ()= 0, ¢(0)=0, ¢'(0)=ay™

gue coincide con h(t).

Ejemplos

a Para x"+ 3x'+2x=6() setiene h=(e'—e 2Y)u(t)

Plot [(e' -e?') UnitStep[t], {t, -1, 10}, PlotStyle » {Thick}]

0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

b) Para X"+ 2x'+ x=6(t) setiene h=te tu(t)
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Plot [t e UnitStep[t], {t, -1, 10}, PlotStyle - {Thick}]

2 4 6 8 10

C) Para X"+ 2X'+2x=4() setiene h=e'sent u(t)
Plot [e" Sin[t] UnitStep[t], {t, -1, 10}, PlotStyle » {Thick}]

0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05

Ejemplo

En el circuito en serie RC delafigura, que iniciamente esta inactivo, se introduce €l voltaje
V(t) =t et) Volts. Hallaremos |a corriente resultante por dos caminos.

|

-

a) Usando como variable el potencial v en el capacitor: v'+v=tet), v(0)=0
Lasoluciénen O<t<les vih=-1+t+e! yen 1<t vi)=e™
Luego v(t) = (-1+t+e Y et)+etut—1) escontinuaconderivada s.c.
Lacorriente esladerivada: i(t)=v'(t)=(1-e Y et) —etut - 1) quetieneun
sdtode -1 en t=1.

b) Usando como variable lacorriente: i'+i=(tet)'=et)-6t-1), i(0)=0
Por €l principio de superposicion buscamos larespuestaa et) ya 6(t—1)
con condicionesiniciales nulas.

Para et) es (1-eHet)+(e—-1etut-1)
ypara 6(t— 1), por e principio deinvariancia, es h(t — 1) = e~ u(t — 1).
Lasumaes i(t)=(1-e Y et)—etut-1), quecoincideconlahaladaen a)

Graficamos las funciones v¢(t) e i(t) halladas.
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gl=Plot[(-1+t +e™) (UnitStep[t]-UnitStep[t -1]) +e™ UnitStep[t -1],
{t, -1, 5}, PlotRange » Al |, PlotStyle -» {Thick}];

g2=Plot[(l-e") (UnitStep[t]-UnitStep[t -1]) -e™ UnitStep[t -1],
{t, -1, 5}, PlotRange » Al |, PlotStyle -» {Thick}];

Graphi csGid[{{gl, g2}}]

El primer gréfico nos muestra que el capacitor secargaen O<t<1 yluego sedescarga

En el segundo gréfico, vemos que la corriente aumentadesde 0 A en t=0 hasta 0.6 A en t=1 yluego
cambiade direccion desde —0.4 Ay se desvanece.

Ejercicio

En el circuito anterior, seintroduce el voltaje V(t) = e(t) Volts. Estudie lacorriente resultante si i(0) = 0.

Ejercicio
El circuito en serie RL C delafiguraestainicialmenteinactivo, y se le introduce un voltaje constante de 220 V.

2mH

il

—— 130w
T 0.05 uF
| |
[

Para homogeneidad dimensional, use las unidades Ohms, Ampers, Volts, Henrys, Faradios:

160 Ohm

R=160Q, L=2mH=210°H , C=0.05uF=0.0510°F=510°F
a) Muestre gque la corriente generada verifica
210 i"+160i‘+% 1078 =22046(t) , i(0)=i'(0)=0

b) Encuentre la corriente generada.
Rta i(t)= 1.2 e~%000tgen (916515 t)
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Ejercicio
Probar quelasolucionde agx"+a; X' +ax x= u(t), X(0)=x'(0)=0 es gt)= ﬁh(r) dr.

Ejercicio
Paralaecuacion detercer orden ag x™ +ay X" +ax X' +ag Xx= 6(t) , mostrar que h(t) = ag™ ¢(t) u(t),
donde ¢(t) verifica ag¢" +a1¢"+ax¢'+azdp= 0, ¢p(0)=¢'(0)=0, ¢"(0)=1.

4. CONVOLUCION

Dadas dosfunciones f(t) y g(t) definimoslaconvolucién como lafuncién

(fxg=["ft-1gmdr
siemprey cuando laintegral sea convergente para cadavalor de t.

Es conmutativa, pues haciendo el cambio de variable t -7 =0, queda
(f*g)(t)=f_:"f(t—r)g(r)dr:f_ff(a)g(t—a-)da: (g=f)®

S f(t) y g(t) valenceropara t<0 entonces (fxg)(H)=0 s t<0 vy

(Fx® = [f@gt-ndr=[ft-Dgndr s t>0
Laférmulade laintroduccion a esta unidad tiene esta forma.

Para encontrar la convolucion en t conviene seguir |os pasos siguientes:
i) segrafica f(-71), queeslasimétricade f(r) respecto del origen;

ii) selacorre hasta t encontrando de esa manera f(t — 7);

iii) se grafica g(7);

Silavariable t vadesde - a +co, € gréficode f(t—1) semueve correlativamente, y se pueden
visuaizar las diversas instancias que se presentan entre las dosfuncionesde 7: f(t—7) y g(r).
Luego hay que multiplicarlas en cada instancia e integrar €l producto.

Ejemplo 1

Al correr hacialaderechael gréficode u(t — 1) y enfrentarlo con gréfico de u(r) seobservan
dosinstancias:

cuando t<0 e ut-7nur)=0 = (uUxu(®)=0
cuando t>0 es ut-7)um=[loy(®) = (Usw)(®)= fdr=t
y por lotanto (uxu) (t) =tu(t) =r(t) eslarampa
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gl =Plot [UnitStep[zc], {t, -4, 4}, PlotStyle » Thi ckness [0.05]7;

g2 =Plot [UnitStep[-2-t], {t, -4, 4}, PlotStyle -» Thickness [0.05]117;
g3 =Plot [UnitStep[2 -], {t, -4, 4}, PlotStyle - Thickness [0.05]1;
G aphicsGid[{{gl, g1}, {92, g3}}]
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Ejemplo2 et) =tet)

Al mover lafuncion et — 1) hacialaderecha aparecen 4 instancias diferentes, en relacion con 7 (1)
t<0, O<t<1, 1<t<2, 2<t.Heaquilasgraficas respectivas.

e[ft_1:=1f[0<t <1, 1, 07;

gl=Plot[{e[-1-¢], te[t]}, {t, -3, 4}, AspectRatio -» Autonatic,
Pl ot Range -» Al l, PlotStyle -» {Thick}, Axes - Fal se];

g2 =Plot [{e[0.5-t], Te[t]}, {t, -3, 4}, AspectRatio » Automati c,
Pl ot Range -» Al l, PlotStyle -» {Thick}, Axes - Fal se];

g3=Plot[{e[l.5-t], Te[t]}, {t, -3, 4}, AspectRatio » Automati c,
Pl ot Range -» Al l, PlotStyle -» {Thick}, Axes - Fal se];

g4 =Plot [{e[3-t], Te[t]}, {t, -3, 4}, AspectRatio - Autonati c,
Pl ot Range -» Al l, PlotStyle -» {Thick}, Axes - Fal se];

G aphicsGid[{{gl, g2}, {93, g4}}]

/ A
A1 /

Calculamosla convolucién en esas 4 instancias:

s t<O0 et-7).7e(r)=0 > (exte)(t)=0
s O<t<l et-7).7e1)=1[]py(r) > (e*te)(t)=£7dr=% 2

t
§1<2<t et-nre@=r[fay@® =  (exte®)= [ ,rdr=3(1-(1-1?
s 2<t et-7).7er)=0 > (exte®=0

El gréfico de la convolucién es el siguiente.
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1 1
f[t_]::\/\hich[t <0,0,0<t <1, —t? 1<t<2 —(1-(t-1)2%), 2<t, 0]
2 2

Plot [f[t], {t, -1, 3}, AspectRatio -» Autonatic, PlotStyle -» {Thick}]

00000
PNwhO

Ejemplo3 te(;t)«te()

Primero visualizamos el gréfico de (t—r)e(% (t—r)), para tentre 0y 1, enrelaciona t &(1).

e[t_1:=1f[0<t <1, 1, 0]; t =0.5;

glt_1:

1
Pl ot [{(t —r)e[E (t —r_)], T e[r_]}, {t, -4, 4}, AspectRatio - Automati c,

Pl ot Range -» All, PlotStyle » {Thick}]; g[0. 3]

2 4

Cuando t semuevedesde —co0 a +oo, € gréficode (t—r)e(% (t-7)) yelde te(r) presentan 5

configuraciones diferentes; calculamos la convolucion en cada una de ellos.

S t<O0 es 0

S O<t<1 es £(t—r)rdr=§
Si

Si

1<t<2 es Ll(t—T)TdT:%(St—Z)

2<t<0es ['(t-7)rdr=Z(-1+15t-18)

S 2<t es 0

Hacemos |la gréfica de la convol ucion obtenida.
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1 1 1
X[t _1] :=V\hich[0<t <1, —t% 1<t <2, —(3t-2),2<t <3, — (-t3+15t -18), True, o]
6 6 6

Plot [x[t], {t, -1, 4}, AspectRatio -» Autonmatic, PlotStyle -» {Thick}]

:

Ejercicio
Calcular y graficar las convoluciones e(t) = et), A(t) = ut) , e2t) = e(-t).

Ejercicio
Comprobar que (A(t)= u(t))'= A" (t)* u(t) .

Ejemplo4 e'u(-t)=e tu(t)

Primero visualizamos gréficospara t=-1<0y t=1>0, quedanlasdosinstancias posibles.

tl=-1; gl=Plot [{e''"UnitStep[-(tl-t)], e UnitStep[c]}, {r, -2, 2},
PlotStyle » {Thick}];

t2=1; g2 =Plot [{e* UnitStep[-(t2-t)], e UnitStep[cl}, {t, -2, 4},
PlotStyle » {Thick}];

G aphicsGid[{{gl, g2}}]

10
0.8
0.6
0.4
0.2

-2 -1 1 2 3 4
Calculamos la convolucién en esas dos situaciones:

para t<0 el productoes e e~ u(r) ylaconvoluciones [* e e dT= %@t;

para t>0 e productoes ¢ e u(r—t) ylaconvoluciones [~ e e d 1= % e,

Luego laconvolucion eslafuncion par et u(-t)=etu(t) = % e '" cuyogréficoes
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1
Pl ot [_e-AbS[fl, (t, -6, 6}, PlotStyle - {Thick}]
2

Ejercicio
Calculary graficar @) te2t)« e(—t); b) te(%)* Aty; © |t]=etuc).

Ejercicio
Calcular y graficar e 2tut)=e tut) y elu(-t)=e 2 u(-t)

Ejemplo5  tu(t)s[]_y2®

Visualizamos los gréficos para t = 0.4 'y podemos prever 3 configuraciones distintas.

t =0.4; Plot [{(t —t) UnitStep[t -], UnitStep[t+1]-UnitStep[z-2]},
{t, -2, 4}, PlotStyle » {Thick}]

Para t<-1 € productoes 0 ylaconvolucionesO;
para -1<t<2 € productoes (t—7)[]_;4(r) Y laconvolucion fl(t— dt= %(t+ 1?

para 2<t €l productoes (t—7)[]_;2 (1) ylaconvolucion f_zl(t— 7)dT=3t- g .

Graficamos la convolucion.



Unidad 2-julio2014.nb |47

1 3
Pl ot [wnch[t <-1,0, -1<t <2, —(t +1)2, 2<t, 3t -_], {t, -2, 5},
2 2

Pl otStera{Thick}]

Ejercicio
Calcular y graficar @) e(2t)xsent y b) te(t)s el u(-t)
Ejercicio

Mostrar que las convoluciones u(t)=u(—t), u(t)*|t|, sent = u(t) no existen.

Existenciay continuidad dela convolucion

Si observamos | os g empl os dados, notamos que todas |as convol uciones obtenidas son continuas,
lo cua es un fendmeno bastante general, segin se demuestra en € siguiente teorema.

Teorema4.l
Sean f(t) s.c.y absolutamenteintegrabley g(t) s.c.y acotada.

Entonceslaconvolucion f « g existey es continua.

Demostracion

\

a) Paracada t lafuncion f(r)gt—7) essc.ys |gt)| <K entonces |f(ngt-o | <|f(n]| K.
Con esta acotacion se ve que laintegral f; f(r)g(t—1)dr esabsolutamente convergentey por lo tanto
existe la convolucién.

b) Lademostracién sobre la continuidad de la convolucion excede el marco de estas notas'y se puede omitir.

1) Sea fs(t)= f(t—0) e desplazamientoen § delafuncion.
Veamos primero que || f — f(;||1=f;| f(t)— fs(t)| dt—>0 para 6 >0

Primer caso.
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Supongamosque f(t) escontinuay vale cero fueradeunintervalo [-M, M]..
Dado €>0 porser f uniformementecontinuaexiste 6 >0 tal quesi |t—ty| <6 entonces

fO-fo)| <555 - Luego [T [T@-f@-a)|dr= [\ f@-Ta-0|dr<e

Caso general.
Sea f(t) s.c. y absolutamenteintegrable.

Dadoe >0 existeun M >0 y ¢(t) continua, nulafuerade [-M, M], tal que f:’| f(t)— o) |dt<e
Luego foz°| fs(t) — @s(t) | dt < € y por ladesigualdad triangular

If = foll, < ||f —@llitlie — eslly + llos = Tsll, < 2+ @ — s,

El resultado se obtiene aplicando €l primer casoa ¢ .

I1) Sea |g(t)| <K .Entonces

I(Fr @) to-0) - (Fx ol = | [LIft-6 -1 - flo-Dlg@ d7| < KIIf - fll;

Estadesigualdad y la parte 1) prueban la continuidad de la convolucion.

Ejercicio

a) Calcular etu(t)=sg(t) y comprobar que es continua.
b) Calcular laconvolucion e~'t'« sent y comprobar que tiene derivada continua.

Ejemplo5

Lafuncion f(t) = % e(t) esintegrable, no es acotadani s.c., pero existe laconvolucion g= f « f.
1t

. . 1 . 1 1

Paa t<0 6 t>2, gt)=0; s O<t<1, gt)= dr; s 1<t<2, gt)= dr.
< >2, g(t) <t<1, g =f ——dr <t<2, g0 = [, ——dr

Para evaluar estaintegrales, usamos el cambio de variables 7=t sen® ¢, que las hace viables,

1 - 1 1 1 t-1
dr=2 |*d¢ = dt=2 arcsen — — 2arcsen | —
Lt\/T(t—r) T=2pdg=n ‘f‘lx/r(t—r) ’ Vi t

Luego laconvolucion tieneun saltode 7 en 0 y es continua en todos los demés valores. He aqui su gréfica.

g.ed.
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Plot[wmch[t <0,0, 0<t<1, x O0<t <2,

2 ArcSin[%] - 2Arcsin[ /tt;l ] t <2, o], (t, -1, 3}, PlotStyle - {Thi ck}]
t
30

25
2.0
15
10
0.5

Si dos funciones son no acotadas, otro tipo de condicién para asegurar la continuidad de la convolucion, es la siguiente.

Teorema4.2

Si f(t) y g(t) sonfunciones secciona mente continuas, absolutamente integrables y de cuadrado integrable entonces la

convolucién f x g es continua.

Demostracion

La demostracion es semejante ala dada para el teorema anterior y excede el marco de las presentes notas.

i) Veamos primero que || f — fs1l, = (/7| f () - fs(t) | alt)l/2
S f(t) escontinuay vale cerofuerade[-M, M], para € > 0, por continuidad uniforme, existe § >0 tal que s
[t—to| <§ entonces | f(t)— f(to)| <e. Luego

Clt@-fa-oPdr= [ f@ - fe-6)Pdr<@M +2)&

Parauna f(t) comoenéd enunciado, dado € > 0, existe un nimero grande M y unafuncién continua ¢(t) , nula

-0 para 6 - 0.

fuerade [-M, M], tal que ||If —¢l|, = (f:’ [f®-e®? clt)l/z < €. Entonces
IHE = folly <[ £ = @ll, +[[ & = s, +l| @5 = Toll, < 2+ ¢ =
y, por €l caso yaestudiado, aplicado a ¢, se obtiene el resultado.
ii) Setiene
|(fxQ) (to—0)—(fx@) (o) |= | [T[fto—6—1) = fto—- DI g(@) dT|
< | [Tltto-6-D=fto-1 | 0@ ]|d7 <] T - 1, ol
LaUltimaesla“desigualdad de Schwarz”. Luego por la parte i) se deduce la continuidad de la convolucién.
g.ed.

Convolucién entre funciones causales

Sean f(t) y g(t) dosfuncioness.c.y nulas para t < 0. Laconvolucion es

(f+g (= [f@Oat-ndr

y esta definida para cada t. Probaremos que es continuaen cadaintervalo -T <t<T.

Sean fr(t) = fOUWT -ty gr(t) =g®) u(T —t) queson s.c.y absolutamente integrables en toda la recta
y son acotadas. Por €l teorema4.1 laconvolucion fr=gr escontinuaen todalarecta.

Eneintervao -T<t<T es (fr=gr)(t)=(f=*g)(t). Porlotanto, fxg escontinuaentoda larecta.
Esta es otra demostracion, mas general, del teorema 1.6 parte i)
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Ejercicio

a) Verificar que lagraficadelaconvolucionde f(t) =te(t) con g(t) = []_14(t) eslasiguiente.

b) Idem paralagréficade laconvolucién de f(t) = e(t) con gt) =711 .

Propiedades de la convolucion

Demostrar, bajo condiciones adecuadas, |as siguientes propiedades:
1. Esdistributiva f  (cy Og1+C02)=C fx g1 +C f * 02

2. Esconmutativa fx g=gx f
3. Esasociativa (f x @)= h=f x(g= h)

Ejercicio

Sea f,(t)= f(t— @) el desplazamientode f(t) en «.
a) Demostrar que  f,+g= fxgy, =(f=Q),

b) Demostrar que  f,=gg = (f “Dysp

Enparticular s o+ =0 setiene f,xgg=f«g . Comprobarlopara U_p#Uy = UxU

Ejercicio

Recordemosque unafuncionespar s f(—t)= f(t) yesimpars f(-t)=-f(t).
a) Sean f(t) y g(t) ambas paresoambasimpares. Demostrar que f g espar.
b) Sea f(t) par y g(t) impar. Demostrar que f+g esimpar.

Convolucién y derivada
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Teorema 4.3
Sean f(t) y f'(t) continuasy absolutamente integrables y g(t) s.c.y acotada.

Entonceslaconvolucion f « g tienederivadacontinuadadapor (fxg)'=f'xg
Demostracion
Hacemos & cociente incremental i[(f *g)(t+At)—(f = g) ()] . Por e teoremadel valor medio

fi+At-n)-f(t-n=f'"t+0At-1)At , 0<f<1,yporlotanto

Z[(f =g t+AD—(F = 9] = = [ [T ft+At- g dr - [T f(t—7)gr) d7]
= [Cft+0At-Dg@)dr

Por el teorema4.1 limso [ f'(t—-7-0) g dr= [ f't-1ng@ndr
ycomo 0<@<1 resulta limyo [ f't+0At-1gmdr = [ f't-1gmdr
lo cual demuestraque (fxg)' = f's g . Porel teorema4.1 estaconvolucién es continua.

g.ed.
Esto nos proporciona la " regla de derivacién de la convolucion”

(fxg)'=f'xg

Ejemplo

f(t)=t2etu(t) escontinuacon derivadacontinua, f'(t)=t(@2-t)e tut)
y ambas son absol utamente integrables
gt) = u(t) es seccionalmente continuay acotada

Comprobamosla férmula anterior.

Paat>0es (f+Q) ()= fr2e dr=2~-(2+2t +?)e
Luego (fxg)()=[2-(2+2t +t3)e|uct)
Plot [If[t <0, 0, 2- (2+2t +t2) e'], {t, -1, 10}, PlotStyle -» {Thick}]
20¢
15}
10}

05¢
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(fxg) M) =t2et uc) y (f '*g)(t):u)1 TR-t)e"dr|ut)=t2e ut)

Ejercicio
a) Analizar el casode f(t)y=e'"" y g(t) = u(t).

Rta: (f « g) (t) = et u(=t) + (2 — e ") u(t) con derivada continua.
b) Idempara f(Hh=e™'! , g(t)=e&t).

Convolucién con funciones gener alizadas

Sea F unafuncién generalizadadeorden k y g unafuncién s.c. y de soporte compacto. Sea g(t) = g(-t).
Definimoslaconvolucién F+g como lafuncion generalizada de orden k, que opera sobre funcionescon k
derivadas continuas y soporte compacto, mediante laregla

(F=9)(p): =F(@+¢)

a) Esta definicidn es consistente pues, si ¢ tiene k derivadas continuas y soporte compacto, lafuncién
0+ ¢ tiene soporte compactoy, por el teorema 4.3, tiene k derivadas continuas; se le puede aplicar F.

b)Si F=F;,donde f esunafuncion s.c., entonces esta definidala convolucién usual f = g.
Demostremosque Fs,.q=F¢= g. Enefecto, para cadafuncion de prueba ¢,

Frog @=[L(fxa)®) oty dt=[" ([T f@at-1dr) et)dt
= [T ([T gt-De®mdt) dr= [T @) ([7 §r - e dt) dr
= [Cf@(F+9) (M dt= Fi(§=¢) =(Fr0)(¢)

Decimosque F tiene soportecompactos existeun M >0 tal que, si ¢(t)=0 |t|> M, entoncesF(¢)=0 .
Sea K(t) muy buenaquevae 1 en [-M, M]; paracada ¢ deprueba, ¢=Kg¢+(1-K)¢ yporlotanto
F(p)=F(Kg)+ F(1-K)p)=F(¢); luego F operasobre DX,

Ladefinicion (F= g)(¢): = F(g* ¢) también tiene sentido suponiendo:
i) F de soportecompactoy orden k y g s.c..
En efecto, dada ¢ con k derivadas continuasy soporte compacto, lafuncion §= ¢, por el

teorema 4.3, tiene k derivadas continuas, y se le puede aplicar F.
ii) F escausal deorden k y gescausa y s.c..

Pues, dada ¢ con k derivadas continuasy soporte compactoen [-M, M], lafuncién §x ¢,
por el teorema 4.3, tiene k derivadas continuas, y su soporteestaen t< M; por lotanto sele



Unidad 2-julio2014.nb |53
puede aplicar F.

Ejemplo 1

Sea f(t) unafuncién continua. Calculamoslafuncion generalizada 6 = f

@)@ =6(fxg)=(fx) =" FO-vevdt= [T 1) et dt
Luego ¢ = f =F; . Estaigualdad laabreviamosasi: 6 = f = f
Ejemplo 2

Sea f(t) unafuncién continuacon derivadas.c. Calculamoslafuncion generalizada ¢ '« f

@« @=0"(fxg)==(fx¢) O =-(f %)@ =-["F ®MeO-tdt=[" ' etdt
Luego ¢ '« f =F;. Estaigualdadlaabreviamosasi ¢ '« f=f ' .
Ambos resultados se podian prever desde un contexto mas elemental. En efecto,

@)= [T 6@ ft-ndr =1

@M= [76" @ ft-ndr==[75(0) = ft-ndr =[5 t-1dr="1"(1)

Ejemplo 3
Ax=0'=N=¢et+1)—el)

Axe"=Ax [6')-6"t-D]=A=6"O-A=6"t-D=A"-A"(t-1)
= [et+D-ed] -[et) —et-1]=et+1) - 2el) +et-1)

Teorema 4.4

a) Sea F unafuncién generdlizadadeorden k y f unafuncién s.c. y de soporte compacto.
b) Sea F unafuncion generalizada de soporte compactoy orden k y f unafunciéns.c..
¢) Sea F unafuncién generalizadacausal y orden k y f unafunciéns.c. y causal.

En cada uno de esos casos vale la regla de derivacion de la convolucion
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(F« f)'=F's f.

Demostracion

a) Paracadafuncién ¢, con (k+ 1) derivadas continuasy soporte compacto, vale ( fx <p)'= fxo

y por lotanto, lafuncién f = ¢' tiene k derivadasy es de soporte compacto.

(Fx ) (@) =—(Fx 1) (@)=-F(fxo)=-F[(fx )] =F'(fxo)=(F '« H)(p)

b) y ¢) Demostraciones analogas.

Este resultado permite obtener y mejorar laregla de Leibniz dada en el teorema 1.6 cuyo enunciado es

"S f(t) ess.c.en [0, o) Yy g(t) tiene derivada continuaen [0, c0) entonces F(t) = ﬁf(r) gt-ndr
es derivable en cada punto de continuidadde f y F '(t) = £f(‘r)g'(t—‘r)d‘r+ f(t)g0) "

Para ello extendemos por cero ambas funcionesen t <0 detal maneraque g(t) tieneun
sdtofinitoen 0 y Fy'=Fg +g(0)4(t). Teniendo en cuentaque Fg. s = Fg« f y aplicando €
teorema4.4. ¢)

(Fgor)'=(Fgxf)' =Fg's f =[Fg +90)6(t)|+ f =Fgxf +g(0)6(t)= f = Fg.r + g(0) f
(fot-0) f(dr)' = fg't-1) f@dr+g0O) fd

Podemos mejorar el teorema 4.3 con el siguiente enunciado cuya demostracion excede el marco de estas
notas.

Teorema 4.5
Sea f(t) continuacon derivada f'(t) seccionamente continuay ambas absolutamente integrables.

g.ed.

Sea g(t) s.c.y acotada. Entonceslaconvolucion f « g tienederivadacontinuadadapor (fxg)'=f'xg.

Demostracion
Supongamos primero que g(t) tiene soporte compacto.
Entonces para cada funcién muy buena ¢ laconvolucion g = ¢ tieneinfinitas derivadas y soporte
compacto. Por el teoremaanterior
(Ff*g)' = (Ff *9)' =Ft «g=F¢r+g=Ff.g

Como f'sxg escontinua, por el teorema4.3, f =g esderivable paratodo t y suderivadaes f'xqg.
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Si g(t) no tiene soporte compacto, consideramos  gn(t) = g(t) [_n,  (t) , que es seccionamente
continuay con soporte compacto. Por lo anterior f g, tiene derivada continuadadapor f'xg,.
Sea 1g(t)1 <K. Para t end intervaloacotado -M <t<M , setienepara n>2M

|(f+ - (f« g®] < [2|ft-0 @D -gn(@) |[dr< [, _ |ft-Do@]|d7

< K fTIZn

f(t—‘r)‘d‘rs Kfm>

f(r) ‘ dr

n
2

lo cual pruebaquelasucesion (f = gn) (t) convergeuniformementea (f = g)(t) eni1t1 <M.
Delamismamanerase pruebaque (f = gy)'(t)=(f ' gn) (1) convergeuniformementea (f 'x g)(t)
en 1t < M. Luego, por unresultado elemental, setiene que f «g tiene derivada continua dada por
f'xg enelintervalo |t | < M, y por lotanto en todalarecta

g.ed.
Ejemplo 1
f(t)=tetu(t) escontinuacon derivada seccionalmente continua, f'(t) =(1—t)e tu(t)
y ambas son absolutamente integrables

g(t) = u(t) seccional mente continuay acotada

Comprobamosla férmula anterior.
Porunlado (f+g)(t)=(-et+1-te ") u()

(fxg) @M =tet ut) y  (f'x g)(t):[jo‘(l—r)e—fdr] ut) =tet u(t)

Ejemplo 2
AsxA'=A"xAN)'=A"s A={0[t+1] - 26[t] + o[t - 1}« A=At+ 1) - 2A(1) + A(t - 1)

Lagréficaeslasiguiente.
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Alt_]1:=1f[-1<t <1, 1-Abs[t], 0];
Plot [A[t +1] -2A[t] +A[t -1], {t, -3, 3}, AspectRati o -» Autonatic]

Hacer laconvolucion A's A' directamente.
Sugerencia: como A esimpar, A= A espar,y bastacacularlapara t> 0.

Ejercicio
Comprobar las igualdades

(te() =e&(t)" =te(t)«e' () =te(t)« (6[t] - o[t - 1) =tet) - (t- D) et - 1)

Ejercicio
a) Analizar el casode f(t)=e'!" y g(t) = u(t).

Rta: (f = g) () = et u(=t) + (2 — e Y u(t) que tiene derivada continua.
b) Idempara f(t)=e'", g(t)=et).

Ejercicio

a) Calcular A = u ycomprobar quesu derivadaes (AxU)'=AxU = Axd=A
b) Sea f(t)=ete(t). Comprobarlaigualdad (fs f)'=f '« f

c) Comprobar (rxd)'=r"'«=06 =uxd=u

Ejercicio

Unafuncidntieneperiodo p>0s f(t+p)=f().

a) Probar ques f(t) esseccionalmente continuay tiene periodo p, g(t) seccionalmente continuay
absolutamente integrable, entonces la convolucién f x g estadefiniday tiene periodo p .

b) Sea f(t) deperiodo 2y modelo et) .Halar fxe y comprobarque (fxe)'=f=xe'

Ejercicio
Sea f(t)=e2'ut)= e!! con a>0.



Unidad 2-julio2014.nb |57

a) Comprobar que f (t) tiene derivada primeracontinuaperoque f "(07) = f "(0*).
(Considerar por separado loscasos a=1y a#1).

b) Ver que f(t) eslasolucionde x'+ax=e 1! quevale 0 en * 0.

c) Si setieneun circuito en serie RL y seleconectael voltgjev(t) = eI,
hallar la corriente i(t) gque se genera suponiendo que i( + o) =0.

Ejercicio
Encontrar larespuesta al impulso unitario de la corriente en un circuito en paralelo RL y donde
la entrada es una corriente.

Ejercicio

Comprobar quesi f(t) tiene derivada continua entonces
(fxo6)=Ffx6'="1"

Engeneral, s f(t) tiene k derivadas continuas entonces
(f « 5)(k) =f® = {0

Identidad aproximada

S gt = e_% u(t) entonces g(t)g(1-t) esmuybuena; s a = ﬂg(t) gl-t)dt>0,sea kt)=atg) gl-1).
Entonces k.(t) = %k(é) verifica lim., g ke(t) = d(t).
Sea f(t) con k derivadas continuasy soporte compacto. Laconvolucion  f.(t) = k()= f(t) esunafuncién

muy buena cuyas primeras derivadas son  f."(t) = k(t) = fO(t) , O<i<k, yaproximanacada f®, O<i<k.

Ecuaciones generales

Consideramos ecuaciones del tipo  £(x) = H(f) donde
L)=a XV +a X"V 4 +a,x Yy H(E)=bg O+ ..+ f
y las analizamos en &l marco de las funciones generalizadas.
Para unafuncién generalizada F , H(F) esunafuncién generaizaday s F escausal, H(F) escausal.
Si X esunasolucién generalizadade .£L(X) = H(F), entoncestodas las soluciones generalizadas son X + Xg

donde xg unasolucion de la homogénea, que, segin se ha visto, es una solucion clasica.
En particular, s F escausal, hay una Unica solucion causal.
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Si h eslarespuestacausal de £(X) =46, entonces H (L(h)) = H(5) ,y como |los operadores
Ly H conmutan: LH =H L, obtenemos L H(h)) = H(5).

Luego H(h) eslarespuestacausal de L(X)=H() .

Dada unafuncién f(t) s.c., laconvolucion X = f «H(h) esunafuncién generalizadatal que

LX) =L(F«HM) = T« LHN) = T «H L () = H(T = L)) =H(T = ) =H()

lo cua muestraque X =H(f)xh= fx H(h) esunasoluciéonde L(X)=H(f).

Ejemplo 1
Resolvemos x'—x=u'+u
Luego H(f)=f'+f y f=u.La respuestacausal de x'—x=5 es h(t)=e'u(t).
Lasolucion causal de la ecuacion la calculamos de |as dos maneras:

X(t) = H(f)xh = [8(1) + u®] = €' ut) = et u) + (fe” dr)uH) = (2e' - 1) u(t)

X(t) = T+ H(h) = u®) = [2 et ut) + 6(0)] = 2( [fe7 d ) u(t) + uh) = (2 - 1) u®)
Comprobamos que es solucién:

X' (1) — X(t) =2t u(t) + 5(t) — (2t — D) u(t) = o6(t) + ut) = ' () + f )

Ejemplo 2

Consideremos laecuacion x"+2x'+x=f '-3f

a) Paralaentrada f(t) =e 2t u(t).

Calculamos de las dos maneras la solucion causal x = h«H(f) = H(h)= f donde h(t) =te "t u(t).
Hh)=h'®-3ht) =L-4hetut)y y x®)=Hhx*f=[1-4te ut)][e 2 uw)]
H(f)=f'®-3fM)=-5e2tuty+5t) y xt=[tetut)]«[-5e2 ut)+d)|

Ambas convoluciones son iguales pues

t
{f (1-4t)ete?®-qgr, —5Jte_re_2(t_t)dt+t e-‘}// Sinplify
0 0
[e?t (-5+e' (5-4t)), e?" (-5+e' (5-41))]}

Luegolasoluciénes x(t) = [—5 e 2t et (4t - 5)] u(t) , y como H(f) noesunafuncion, lasolucion
es continua pero no tiene derivada continua: x(0)=0, x'(07) =0, x'(0")=1.



Plot [-5e?' -e™ (4t -5), {t, 0, 10}, PlotStyle » {Thick}]
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b) Paralaentrada f(t)=sent.

Calculamoslasolucién por  x(t) = h=H(f) =te ' u(t)=[cost — 3sent]

t
j (Cos[t] -3Sin[zt]) (t -t) e "D ac

1
5 (3Cos[t]+Sin[t])

3 1 -
Comprobamosque X(t) = 5 cost + 5 sent s una solucion.

3 1
X[t_]:=—=Cos[t]+—Sin[t]
2 2

X' [t]1+#2x' [t]+x[t] //Sinmplify
Cos[t] -3Sin[t]
Ejemplo 3

En el circuito de lafigura, hay un potencial de entrada V(t) .

10

Wit L

Buscamos la ecuacion que verifica el potencia en el capacitor vc(t) .

Setienen lasecuaciones Ve + Rig=V(®) ; Li.'=v¢
Poniendo todo en términos de vc obtenemos la ecuacion:

CRvc"+Vc'+ ?vC:V'(t)

a) Para R=?—1

%vc"+vc'+ f—lvczé'(t) y hit)y=(2e"-2e3")uct)

Luego lasolucién es

h' ) =[2(et—e3)um | '=2(-e+3e 3 uw

yiL+ic=ir ; Cvc'=ic

Q, L=1H, C=%F buscamoslarespuestacausal a ¢ .
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Plot [2 (-e" +3e®') UnitStep[t], {t, -1, 4}, PlotRange » All, PlotStyle - {Thick}]
4

3

b) Para V(t) = sent u(t) y condicionesiniciales nulaslasolucién es

V() = h'(t)= sent ut) = 2(—e™'+3e3")u()

t
jSi nit -zl 2 (—e't+3e'3t) dz
0

(39731 _56*1_,_2(‘03[1’_] +4Sin[t])

a| -
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1
Pl ot [_ (3e?'-5et+2Cos[t]+4Sin[t]), {t, O, 8nx}, PIotSter-»{Thick}]
5

Ejercicio

Considerelaecuacion x"—-x'-2x=f"'-2f.
a) Hallelarespuesta causal a impulso unitario.

b) Muestre que, partiendo del reposo, a una entrada acotada le coresponde una salida acotada pero que
si inesperadamente pasa a condiciones iniciales no nulas la respuesta puede ser no acotada.

Ejercicio

a) En € circuito de lafigura

Wit -

verificar que la ecuacion del potencia en el capacitor v es
RCLvc"+Lve'+Rve=RV®)+LV'(1)
b) Para R=1Q, L=2H, C= %F , V(1) =u(t) ycondicionesiniciales nulas mostrar que
ve®) =1+ tet—e Hut)

Graficar vc(t) e ic(t) einterpretar fisicamente.

5. SISTEMASLINEALES
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Respuesta causal de un sistema al impulso unitario

Dadounsistemalineal X'=AX + B f(t) conunaentrada f(t), queremos encontrar larespuesta
causal h(t) a impulso unitario con condicion inicia X(07)=0.

Para t <0 debeser h(t)=0, mientrasque para t> 0 debe ser h(t) = Xo(t), unasolucion de la
homogénea X'= AX. Por ello proponemos h(t) = Xp(t) u(t) . Derivando obtenemos:

h' (1) = Xo" (Y ut) + Xo(t) 5(t) = A Xo(t) u(t) + Xo(0) 6(t) = Ah(t) + Xo(0) 6(t)
dedonderesulta Xu(0)=B. Luego

hy(t)
h(t) = Xg(H) ut) = ...

] donde Xo')=AXy Yy X(0=B
hn(t)

En palabras. el sistemaen reposo urgido por € impulso unitario, "salta" alaposicion B y luego
evolucionalibremente desde esa posicién.

Consideremos ahora el sistemano homogéneo X'=AX + B f(t), X(07)=0.
Convolucionandolaigualdad h'= Ah+ Bé(t) conlaentrada f(t) setiene

h's f=Ahx f+ B« f=AMh«f)+ B« f) = (h= f)'=Ah= f)+ B f
Luego la solucién es

hl*f
X(®) = (h = f)(t)=j3h(t—r) f(t)dt:[ ]
hp= f

Ejemplo 1

Larespuestaa impulso unitariode x"+cy X'+Co x= (1), X(0) = x'(0)=0 es h(t) = ¢(t) u(t)
donde ¢"+cip'+C 0= 0,¢(0)=0, ¢'(0)=1

Usando las variablesde estado x; = X, X, = X' €l problemaanterior equivale a sistema

e

x-=(° 1)x+((1))f(t).><(0)=0 y h“’:(so'(t)

—C —C

) u(t)

Ejemplo 2

Consideremos el circuito de lafigura con un potencial V(t) de entrada.



L1 L2

Wit) R1 B3

. _R R : 1
[ [ =
Las corrientes en |as bobinas verifican: ( .1, ) -| & b ( * ) +| L V@®)
in R RitR, 0
L, L,

Para Ri=2, Rh=4, Li=1, Lh,=2 € sistemaes

()= (5 S

y lasolucion general de la ecuacion homogénea es

X(t):a(i)e‘t+ﬁ(_ll)e‘4‘ y h(t):%[(i)e“—(_ll)e““]u(t)

Si e potencia de entradaes V(t) = e~2' u(t), X(0) =0 lasolucion es la convolucion

X(t) = ﬁ%[(i) o0 _ (_11) e—4(t—‘r)] 2T dr

Lacalculamosy graficamos.
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1 -
{p, q} = f — ((i) e (t-9) _ ( 11) e (‘")) e?tdc
o 3

ParanetricPlot [{p[[11], q[[11]1}, {t, O, 1}]

{{ée’“ (—l—3<ezt +4<531)}, {%e’“ (—l+et)2 (l+2@t)}}

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0.05 0.10 0.15 0.20

Respuesta a una entrada instantanea ar bitraria. Controlabilidad instantanea.

Sabemos que h(t) = ¢ (H) ut), ¢(0)=B verifica h'=Ah+Bd§, h(07)=0.

Derivando obtenemos h"=A h'+B¢',h'(07)=0 y h'(0")=lim_g-h'(t)= Ah(0") = AB
Porlotanto h'(t) essolucionde X '= AX+Bd', X(07)=0 y h'(0")=AB

Iterando seve quelarespuestaa X'=AX +Bd®, X(0)=0 es hO(t) y h®0")=A'B.

Luego,s &) =CoS+C16 ' +C 8" +.. ..+ cx6® esunimpulsoinstantaneo arbitrario, la
respuesta de
X'=AX+Bs, X(@©0)=0

es X=cph+cih'+ch"+..+ch® y X0O0Y)=cgB+ciAB+C; A2B+...+ ¢ AB

Entonces mediante impulsosinstantaneos se puede llevar a sistema desde el reposo a cualquier
posicion C que sea combinacion lineal delosvectores B, AB, A?B, ....,0sea, que esté en el
subespacio: [ B, AB, AB, ...|de R". Por el teoremade Cayley-Hamilton, si el polinomio
caracteristicode A s A"+ ¢ A" T+ L+ A+ vade A+ AT+ L+ A+l =0
despgjando A" obtenemos A"=-c,; A"l — .. —ciA-cgl. Luego A"B escombinacion
lineal de B, AB, .., A™'By porlotanto [B, AB, .., A"!B|=[B, AB, A?B, ..., A"B|.
Iterando se obtiene laigualdad de subespacios de R™: [B, AB, .., A" B|=[B, AB, A?B, .|.
Por lo tanto, sélo interesan los impulsosinstantaneos ag 6(t) + a1 ' (t) + ... + an_1 6" V(1) .

* Sj losvectores B, AB, ..., A¥1B formanunabasede R", cualquier vector C de R" es
acanzable por € sistema, mediante un impulso instantdneo adecuado, partiendo del reposo.
Decimos que €l sistema es contr olable en formainstantanea.

* G losvectores AKB: k=0, 1, .., n— 1, sonlinealmente dependientes, y por lo tanto no generan
R", hay vectores C en R" que no son alcanzables por €l sistema, mediante impulsosinstantaneos
partiendo del reposo, y decimos que €l sistemano es controlable en formainstantanea.
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Lamatriz cuadradadeorden n C(A, B)=(B, AB, .., A1 B) se llamamatriz de controlabilidad.
Hemos demostrado el siguiente resultado.

Teorema 5.1 Un sistema es controlable en formainstantdnea si y solo si la matriz de controlabilidad
esinvertible.

En ese caso, dado un vector C, calculamos sus coordenadas en labase B, AB, ..., A™1B:
C=agB+a1 AB+..+an 1 A"1B

y tomamoslaentradainstantanea 6 (t) = g 8(t) + @1 8" (1) + ... + an_1 S D(t)

Entonceslasolucionde X'= AX + B4(t), X(07) =0, verifica X(0*)=C.

En un sistema controlable, la entrada afecta a cada estado. Dicho de otra manera, si algin estado no
estavinculado ala entrada, no se puede "controlar” desde afuera.

Teorema5.2

La controlabilidad instantanea no depende del sistema de coordenadas.

Demostracion

Sea X'=AX+ Bf(t) ysea M unamatrizinvertible.

Enlasvarigbles Y=M X d sistemaes Y'=M AM1Y+MBf(t)= A*Y + B* f(t).
La nueva matriz de controlabilidad es

C(A", B)=(B", AB", ., A" YB)=(MB, MAB, .., MA™YB)
= M(B, AB, .., A™1B)=M C(A, B)

Luego C(A*, B*) esinvertiblesi ysdlosi C(A, B) loes.
g.ed.

Teorema 5.3 Test PBH decontrolabilidad (Popov-Belevitch-Hautus)

El sistema X'=AX +B f(t) noescontrolables y sdlo s existe un autovector v aizquierda
de A queesortogonala B, osea, v¥0, VA=Av,v.B=0 .

Demostracion

=)

Si no es controlable losvectores B, AB, ..., A1 B sonlinealmente dependientesy el subespacio
S ortogonal a [B, AB, ..., A™!B| tienedimension > 1:
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S={v=(X, ., X): vB=0, VAB=0, .,vVA"1B=0}

S v=(Xg, ., %) € S, utilizando Cayley-Hamiltonobtenemos vVA"B=0 yentonces VA € S.
Luego A defineunatransformacionlinea S » S dadapor v— v A; como todatransformacion
lineal, tiene un autovalor A y un autovector v e S asociado.

Entonces v+0, vA=2av y v.B=0.

<)
Si existe un autovector v+ 0 aizquierda de A: vA=2Av ortogonal a B : v.B =0, entonces

v.B=0, vAB=AvB=0, vA2B=12yB=0, ..., vVA*Y1B=2"1yB=0

yporlotanto v.C(A, B)=0 locual implicaquelamatriz de controlabilidad no esinvertible
y €l sistemano es controlable.

g.ed.
Ejercicio
Probar que las condiciones dadas en el teorema anterior no dependen de las coordenadas.
Ejercicio

Aplicar el test PBH aun sistema cuyamatriz esdiagona: X'=D X + B f(t) .
Demostrar que es controlable si y solo si los autovalores son todos distintosy el vector B no tiene
ninguna coordenada nula.

Ejercicio

a) Aplicar el test PBH aun sistema cuya matriz esun bloquede Jordan:  X'=J,(@) X + Bf(1) .
Demostrar que es controlable si y solo si lacoordenada r — ésima de B esno nula.
b) Aplicar el test PBH aun sistemacuyamatrizesde Jordan: X'=J X +B f(t) .

Supongamosque J tienelosbloquesde Jordan  J; (@1), .., Jr (as) .
Demostrar que es controlablesi y sdlos a3, ..., as sondistintosy las siguientes coordenadas
de B: by, brvr, oo » By, 4r, SONNO NUIES.

Ejemplo 1

El siguiente sistemano es controlable, pues dada la simetria en que se encuentra el capacitor,
si inicialmente esta descargado, es imposible cargarlo actuando con un potencial de entrada.

C
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Lo veremos con las férmulas. Como hay un solo acumulador de energia el sistemaes de orden 1.
Sean iy, i lascorrientes en lasresistencias superiores, orientadas haciaabajoy v €l potencial en €

capacitor. Lacorriente en €l capacitor ic , orientada haciala derecha, verificas i1 +ic=i, y Cvc'=ic.
Ri1+VC:Ri2 Ril-‘rR(il—ic):V Vc+R(i2+ic)=R(i1—ic)

Podemosdespejar Riy, delaprimeray reemplazarlo en las dos Ultimas. De ali obtenemosla ecuacion
diferencid RCvc'+vc =0 enlaqueno aparece el voltaje de entrada. Luego,si vc(07) =0 entonces
vc(t) = 0, no importaqué entrada se proponga. Lavariable ve esta desvinculada de laentrada.

En este caso lamatriz del sistemaesdeorden 1x1: A=-(RC)™!, B=0 y C(A, B =0

Ejercicio.
R R )

Supongamos que |as resistencias son distintas y la numeramos asi ( Rs Re
3

Demostrar que el sistemaes controlablesi y solosi Ri Ry # Ry Rs .
Esta condicion rompe lasimetriay el capacitor queda vinculado a la entrada.

Ejemplo 2

Consideremos el circuito de lafiguraen el cual laentrada es una corriente 1 (t).

(-2 0 ), (R R _R?
1ot AR cAB=|" ¢
CR c cC &R

El determinante de C(A, B) es &(Ri 1

o T_C_Rz) ynoesnuloss CRiRy#L.

Luego escontrolablesi y sdloss CRy R, # L.

Lacorriente en labobina i(t) y latension en e capacitor v(t) verifican
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(\I/) :[z _1(f+ 1)](L)+[E]V(t)

C\R 'R

a) Paralas constantesfisicas Ry=R,=1Q, L=1H , C=1F €l sistemaes

(=G 2l eme=(i )

y por lo tanto e circuito no es controlable.

b) Si en el circuito anterior ponemosresistenciasde 2Q) enlugarde 1Q las
€ecuaciones son

(\I/):(g j)(iv)+(i]V<0 y C(A,B)z[

2

Nl =
N |- l

N |-
| ———

y € circuito es controlable.

Por ejemplo, paraacanzar desde ( 107 )—(O) el estado ( 10" )—( 2 )
PP v(0)) 0 vo)) \-3

loescribimosenlabase B, AB

y con esas coordenadas introducimos el potencial instantaneo
2 16 o,
V) =-36t) - 56" ()

que lleva el sistema desde condicionesiniciales nulas ala posicion deseada.

Ejercicio
En el circuito de lafigura, escribir el sistema que satisfacen las corrientes en |as bobinas
y mostrar que siempre controlable.

R1

@V(ﬁ ELQ

RZ

Ejercicio
En el circuito de lafigura, sea i lacorriente enlabobina, vi y v, lospotencialesen los
capacitores. Escribir el sistema que satisfacen y probar que siempre es controlable.
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L R

VD % o ]

Ejercicio

Considere € circuito de lafiguraen € cual la entrada es un voltgje y hay dos bobinas en paralelo.
Muestre que nunca es controlable pero que, si se reemplazan las bobinas por una equivalente
resulta un sistema de priner orden controlable.

i) L1 L2

Ejercicio
Dos masas estén unidas a tres resortes de igual constante k y se mueven horizontalmente sin friccion.
Si se gjerce unafuerza horizontal sobre la primera masa, estudiar la controlabilidad instantanea.

Sistemas en for ma no estandar

) Seael sistemalinea conlaentradaderivadas X '=AX +Bpf +B; f'.
Si h; eslarespuestacausal a impulso unitariode X '=AX +Bg f
y h, eslarespuestacausal a impulsounitariode X '=AX + B f
entonces h=h; + hy’ eslarespuesta causal a impulso unitario de

X'=AX+Byf+B;gf"
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Luego, para f =¢ € sistema, desde € reposo, sdltaa By + AB;
para f =4 €l sistema, desde e reposo, sdltaa A(Bg + AB»)
y en generdl, para f =6® e sistema, desde el reposo, saltaa AX(By + ABy) .

Luego lacontrolabilidad instantanea del sistemanoestandar X '= AX + By f + B, '
es equivalente ala controlabilidad instantanea del sistemaestdndar Y'= AY + (By + ABy) f

Otra manera de entender ésto eslasiguiente.
Pasando detérminoenlaecuacion X '=AX +By f + B; f' seobtiene

(X—Blf)'=AX+Bof=A(X—Blf)+(ABl+Bo)f
Conlavariable Y =X - B; f obtenemos
Y'=AY +(AB; +Bp) f

I1) Consideremosun sistemalineal condosentradas X'= AX + By fi(t) + B, f(t) .
Determinamos la respuesta causal al impulso unitario para cada entrada por separado:

hi'=Ahy +By6(t) , hy(07)=0
hy'=Ah, +B,é(t) , hy(0)=0

Entonces, la respuesta partiendo del reposo, alas entradas simulténeas f1(t), f(t) , eslasuma
X(t) = hl* fl + hz* fz
pues: X'= A(hl* f)+Bg f1 + A(hz* f))+B f,b=AX+B; f1+B, f5
Controlabilidad instantanea.
Disponemos de dos entradas para controlar. Si con ninguna de las dos por separado podemos controlarlo,
puede ocurrir que juntas puedan controlarlo.
Los estados iniciales que podemos alcanzar, desde el reposo, con impulsosinstantaneos aplicados en forma
simultanea en ambas entradas, son las combinaciones lineales de las columnas de la matriz

C(A, By, By) = (By, ABy, ..., A™1By, By, ABy, .., AV1B,).

Es controlable instantaneamente si y sdlo si las columnasde lamatriz C(A, By, By) generan R7,
lo cua equivale aque lamatriz seade rango n, es decir, que tenga rango pleno.

Ejemplo

En el circuito de lafigura hay dos capacitores C;, C,, unaresistencia R y un potencia V(t).



I

Los potenciales en los capacitores v; y v, verifican RCyivy'— RCo Vo' =y, Vi + Vo = V(1)
Eliminando v, obtenemosla ecuacion que satisface v;:

' 1 1

G
Vi + Vi =
L R(C1+Cy) 1 R(C1+ Cy)

Ci+C,

V() + V' (1)

G

Lavariable w= vq — TN

V(1) verificalaecuacion estandar

Wit W= —
R(C1+Cy) R(C,+ Cy)?

V(1)

Grammiano

Consideraremos un espacio vectorial E con producto punto, comoser R™ 6 Cla, b] .
El producto punto permite estudiar laindependencialineal de vectores vi, .., v, de E.
Si son linealmente dependientes existe una combinacion lineal no trivial

CiVi+..+CVh,=0
Luego, multiplicando por cada v; se obtiene un sistemade ecuaciones
(C1Vi+ ..+ ChVh).V1=C1Vi.Vi + ...+ Cq V. V1 =0
(CiV1+..+CVn).Vh=C1V1.Vq+ ... + Ca V.V =0
La matriz G=(Vvi.vj) de coeficientes sellamagrammiano de vi, .., Vi .
El sistema anterior se escribe  (¢y, .., ¢,).G =(0, .., 0) ycomo (Cy, .., C,) €Sho
nulo, lamatriz G notieneinversa.
Reciprocamente, s G notieneinversa, existe (¢, .., ¢,) #0 tal que (cq, .., ¢p).G=0.

Entoncesel vector v=Cy Vi +...+CVy € [Vq, .., Vn], €sperpendicular atodosellos,
y resulta perpendicular a espacio generado. En particular es perpendicular a si mismo:
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vv=0>=>v=0= cvi+.+CV,=0

y por lo tanto son linealmente dependientes.
Hemos demostrado la equivalencia a) < b) del teoremasiguiente.

Teorema 5.4

Sean vy, ...Vn Vectoresde un espacio vectorial E con producto punto. Son equivalentes:

a) Losvectores son linealmente independientes.

b) El grammiano G =((v;, vj)) esinvertible.

¢) Latransformacionlineal T:[vy, .., Va] > R", T(U) = ({vq, U), ..., {(Vp, U)), €S unisomorfismo.
Demostracion

Y ahemos demostrado que a) < b) .

b) = ¢)

Si el grammiano esinvertible, veamosque Im(T) =R".

Dado & eR", buscamos u=c¢; vy + ... + Cy v, tal que T(u) = ¢. Pero

T(W = (U, V1), ., (U, Vn)) = (21 C (Vi V1), -y e Gk (M, V) =CG =¢§
Eligiendo ¢=¢ G~ obtenemosel u buscado. Por dimension, e nicleode T esnulo.
c) > a olacontrareciproca ~a) = ~C) .

Supongamosque Vi, .., V, sonlinealmente dependientesy sea >}_; Ck Vk = 0 notrivial.
Paracada ue E, O=(u, 2 iCkVk) = Dp_1Ck (U, W) yporlotanto T(u) estaenel

hiperplano {(¢1, .., &) Ye_1Ckék=0}.Luegola Im(T) noestodo R".
g.ed.

Ejemplo 1

r vectores vi = (a1, ..., 1n) s v e , Vr=(@r1, ..., &) de R" sonlinealmente
independientessi y sdlosi lamatriz rx r  G=(Y_;axaj) esinvertible.

Sean vi=(2,-1,2,1) , vw=(1,12 -3, v3=(-2,2,1,0 de R* entonces

10 2 -4
G(vy, Vo, v3)=| 2 15 2 | ycomo det(G)=1002#0 son linealmenteindependientes.
-4 2 9

Ejemplo 2
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Sean xi(t), .., Xa(t) funciones continuasen € intervalo finitoy cerrado [a, b], es decir, pertenecen
al espacio con producto escalar C[a, b] . Sugrammiano es

G=( [xmxmdt)

Por el teorema anterior, lafunciones son linealmente independientes si y solo si su Grammiano es
invertiblesi y sdlo si laaplicacion lineal

T:Cla b]>R" , T(u):(j:xl(t) UD dt, oy [(Xa(® u(t)d’t)

tiene por imagentodo R" . Esto Ultimo equivale a que la ecuacion vectorial
é= [ROuwdt

para cada?, tieneunasolucion u(t) = c; Xy (t) + .., +Cn Xn(t) .

Lasfunciones 1, t, t?, t2 son linealmente independientesen CI0, 1]; por lo tanto su grammiano

G(Lt, 12, t%) = esinvertible

DR Wik NP
Uik MNP Wl NP
Ol Ol MNP W
NP Ol Uk N

y paracada £eR* laecuacion
¢=(fuvdt, fruvdt, feupdt [ ubdi)

tiene solucién en Py4lt] .

Controlabilidad finita.

Unsistemadeorden n X'= AX + B f(t) sedice controlable finitamente si, para cada vector
deestados C e R" ycadalapso t; >0, existeunaentrada f(t) continuaen O<t<t;, deta
maneraque lasolucion de X'=AX + B f(t), X(0) =0, verifica X(t;)=C.
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Setiene larespuestaa impulso unitario h=¢@ ) ut) con @' = (g1, .., ¢n) solucion delaecuacion
homogéneatal que ¢(0) = B. Partiendo del reposo, la solucién para una entrada arbitraria f(t), enel
tiempo ty, es

Blerm fu -1 dt
X(t1)=£lh(r) fty—dr= € RN
Plen@ ft -1 d7

Teorema 5.5

Un sistema es controlable instantdneamente si y solo si es controlable finitamente.
Demostracion

=)

Supongamos que es controlable instantaneamente.

Decir que es controlable finitamente equivale a decir que la transformacion lineal

C[O, t;] » R" f(t) > X(tp)

tieneimagen R" vy ello equivale, segin el teorema sobre el grammiano de la seccion anterior,
aquelasfunciones ¢, ..., ¢n Sean lineamenteindependientes.

El Wronskianode ¢ = (¢1(t), .., ¢n(t)) eslamatriz cuadrada

o1 @1 . D
' (-1

W) m=| 92 92 = ¢
©n en' o ‘Pn(n_l)

Observemosque ~ W(¢) (0)=C(A, B)=[B, AB, .., A™'B]|.
Como € sistema es controlable instantdneamente, lamatriz C[A, B] esinvertible.
Si lasfunciones ¢;(t), .., ¢n(t) fueran lineal mente dependientes, existiria una combinacién
lineal notrivial c1 ¢1(t) + ... + ¢ ¢n(t) = 0, y derivando varias veces obtenemos

Lo + ..+ chon®(®) =0.
En particular, para t=0: (cy, ..., Ch).W(p) (0) = (Cy, .., Cy) .C[A, B] =0, locua implicaquel
amatriz C(A, B) noesinvertible contralo supuesto. Luego ¢i(t), ..., gn(t) sonlinealmente
independientes, lo cua implica que el sistema es controlable finitamente.

<)

Reciprocamente, supongamos que €l sistema es controlable finitamente.
V eamos que es controlable instantaneamente.
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Sea ¢ unvectorta que 0=c.C(A, B)=cW(yp) (0) . Debemos demostrar que el vector ¢ esnulo.
Pero ¢.¢®(0)=0, k=0,1, ..,n—1. Por el teoremade Cayley-Hamilton c.o®(0)=0, paratodo k .
Como ¢(t) esunafuncién vectorial sumafinita de polinomios por exponenciales, se puede desarrollar en
serie de Taylor ,

P = 2o o PO K

Multiplicando por el vector ¢ seobtiene c. ¢(t)=0.
Por ser controlable finitamente, para el vector ¢ existe una entrada continua f(t) tal que

X(t) = [ty - 1) f(dr=c"

Luego llcl?2=c.ct = Cﬁltp(tl - f(ndr= ﬁlmp(tl -7)f(r)dv=0 vy €l vector ¢ esnulo.
Elloimplicaquelamatriz C(A, B) esinvertibley por lo tanto € sistema es controlable instantaneamente.

g.ed.
Finalmente probaremos gque en un sistema control able se puede pasar de un estado a otro.

Teorema 5.6
Supongamosque el sistema X'= A X + B f(t) escontrolable finitamente.

Dadosun estado inicial X; , un estado fina X yunlapso t; >0, existeunaentrada f(t) continuaen
dintervalo O<t<t; tal que lasolucionde X'=AX + B f(t), X(0) = X , verifica X(ty) = X;.
Demostracion
Sea Y(t) lasolucion del homogéneo: Y'=AY conlacondiciéninicia Y(0)=X;.Enel tiempo t;
setiene Y(t1) = X;. Por ser controlable, existe f(t) continuaen 0<t<ty, tal quelasolucién de
Z'=AZ+Bf(t), Z(0)=0 verifica Z(t1) = X¢ — X;. Entonces X(t) = Y(t) + Z(t) verifica
X'=AX+Bf(@®), X0 =X, X(t) = X; .
g.ed.

Si un sistemaes controlabley h(t) = ¢(t) u(t), veamosque ¢(t) tienetodalainformacion sobre el sistema.

a) Lasfunciones ¢, ¢', .., o™ son soluciones de la ecuacion homogéneay son linealmente independientes
pues dada una combinacion linea Yt di ¢V(t)=0,s D=(do, .., dr_1), Setiene

C(A, B).DT =W(¢) (0.D" = 33 di "(0) = 0

y como C(A, B) esinvertible, es D = 0. Luego forman una base de soluciones.
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b) Una solucién del sistemano homogéneoes (hs f)(t) = £¢(T) f@a-1dr.

Coordenadas especiales par a sistemas contr olables

Consideremos unaecuacion deorden n:  x™ +ay XD 4+ +a,x=f(1).

Con lasvariablesde estado x; = X, Xo = X', ..., Xn = X" se escribe como sistema
0 1 0 .. 0 0
0 0 1 . 0 0
X'=] .. e | X ] QD)
0 0 0 1 0
=8y —ap-1 —G-2 ... —A 1

Lamatriz de controlabilidad es

000 1

000 . 0
C(A B)=[B, AB, .., A™1B|=| .. ..

010 *

1 % = *

que esinvertible, y por lo tanto el sistema es controlable.

Reciprocamente, veamos que |os sistemas lineal es control ables admiten nuevas coordenadas,
en las cualestiene laforma anterior, y que ademés es equivalente a una ecuacion de orden n
respecto de alguna variable de estado. Hacemos las cuentas para sistemas 3 x3.

Si el sistemadeorden 3 X '=AX + B f(t) escontrolable entonces |os vectores
vi=B, vo=Avy, V3= AV,
forman una base de R3 .

Consideramoslamatriz invertible M; = C(A, B) de cambio de coordenadas. MY = X
S Avz=-a;Vvi—aVo—azVs enlasnuevas coordenadas la matriz es

00 -y 1
M;PAM;=A; =|1 0 -a, | yponiendo B;=|0
01 —ag 0

el sistema se convierte en el equivalente

Y'=A1Y+B]_f(t) .
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a a3 1
Hacemos otro cambio de variablesconlamatriz Mo=|az 1 0 |: MyZ=Y.
1 00
Lamatriz A; setransformaen su traspuesta:
O 1 o0 0
M2 A M= O 0 1 y M, 1B;=| 0]
-a; —ap —ag 1

Enlasvariables Z € sistematomalaformaanunciada

0 1 0 0
Z'=( 0 0 1 |1Z+|0]|f@®
—a; —ady —ag 1

Luego z1'=2 , n'=7, B'=-a1n-H -8
Si elegimoslavariabledeestado x=2z queda
X+ X2 +a,x' +agx= f(t)

De esta manera se ve que un sistema controlable es equivalente a una ecuaci6n diferencial..

Estabilidad
Consideremosun sistema X'= AX + B f(t).

Segun se defini6 en el unidad anterior, se dice internamente estable si toda solucion del sistema

homogéneo asociado X'= A X , tiende a cero cuando €l tiempotiendea + oo . En particular, si estden
reposo y sufre una perturbacion momenténea, vuelve al reposo. En este concepto de estabilidad no interviene
¢l vector de entrada B . Sevio que hay estabilidad internasi y sdlo si |as raices caracteristicas de la matriz

A tienen parte real menor que cero.

El sistema se dice estable si para cada entrada acotada f(t) en t= 0, todaslas soluciones son acotadas.
Se suele decir que el sistemaes BIBO por lasiniciales en inglés delafrase "bounded intro, bounded output”.

Si un sistema es internamente estable, para una entrada acotada f (t), t = 0, las soluciones son
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hy « f

X(t)=(h*f)(t)+xo(t)=[ ]+Xo(t)

hpx f

donde Xq(t) esunasolucion del sistemahomogéneo y cada componente h;« f  esacotadas. Por |o tanto,
todas las soluciones resultan acotadas. L uego, internamente estable implica estable.

Respecto de lareciproca, estudiemos algunos ejemplos.

Ejemplo 1

01 1
Consideremosel sistema X'= (2 —1) X+ (_2) f(t)
. 3 1 1 .
Las soluciones del homogéneo son  X(t) = Cl( 1) e+ cz( B 2) e 2! gue muestra que no es estable internamente.
. o 1 .
Larespuesta a impulso unitarioes h(t) = ( 5 ) e 2!, Luego, partiendo del reposo, aunaentrada acotada f (t),

! )e-Zt* f(t)..

responde con |a salida acotada ( 5

1
Pero, si las condicionesiniciales inesperadamente pasan a (Z,) * y(_z) , larespuesta es

cl(i) e+ (_12) g2ty ( _12 ) e 2ty f(t)

con c; # 0 que no esacotaday la supuesta ”estabilidad” es precaria.

Ejemplo 2

Consideremos €l circuito de lafigura.
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R R2
My 4 M
—el
e e
—v
R3
* M

Eligiendo las corrientes sobre R;, R, y C, hacialaderecha, lade R; hacialaizquierda, y sobre C;, Cs

hacia abajo, los voltgjes en los capacitores verifican € sistema

SENERNES I ! .
wy | &R TR CiR CR wy [ew
1 1 1 1 1
[V2]= “oR _C_z(R_2+R_3) SR [V2]+ 0 VO
V3 1 1 1(1 1 V3 1
“om en elatw) SR

En lamatriz, la primera columnaes las sumade las otras dos; por lo tiene determinante nulo. Luego A =0 esun
autovalor y el sistemano es internamente estable. Explicar fisicamente esta conclusion. Tampoco es controlable.

Analizamosel casoenque Ri=R,=R3=1Q, C;=C,=C3=1F

-2 -1 -1 1 1 -39
X'=[-1 -2 1 |x+|0lvitpy y cCAB=|0 0 0
-1 1 -2 1 1 -39
-2 -1 -1
-1 -2 1 ]]

Ei gensyst em[A =

-1 1 -2
{{-3, -3, 0}, ({1, 0, 1}, (1, 1, 03}, {-1, 1, 1}}}
Lasraices caracteristicasson A= -3, -3, 0, las soluciones del homogéneo son

1 1 -1 1
XoW=a1| 1]|e 3 +ay 0|e 3t +as 1 y  hity=]0[e3tu)
1 1 1

0
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Para toda entrada acotada V(t), larespuesta, partiendo del reposo, es  X(t) = h =V, que es acotada,
y sumandol e soluciones del homogéneo, se ve que todas | as solucione son acotadas. Luego, € sistemaes
estable, pero no es internamente estable.
-2
Para la entrada acotada V(t) = 1, que provocaresonancia, hay una salida constante X, (t) = % -11.
0

Ejemplo 3

En el sistema del ejemplo anterior, cambiamos el vector de entradas

-2 -1 -1 1
X'=|-1 =2 1 |X+|1] feo
-1 1 -2 1

Este sistema no es modelo, en principio, de un sistemafisico.
A laentrada acotada f (t) = 1, que provocaresonancia, responde con la salida particular

2-t
XMU:%[ t ]

t

gue no es acotada. Sumandole soluciones del homogéneo, que son acotadas, se obtienen todas
las soluciones posibles, que resultan no acotadas.

Ejercicio

0 1 1
Estudie la estabilidad del sistema X':(2 _l)X+(_2)f(t).

Convolucionando con la h(t), halle larespuesta a la entrada constante 1.

6. OBSERVABILIDAD
En todo este parégrafo consideremos un sistemalineal de orden n con unaentraday una salida

X'=AX+Bf()
{ y=CX+d f(t)
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Supongamos que se comienza con una condiciéninicial  X(0) = Xy desconocida.

Si observamoslaentrada f(t) ylasalida y(t) duranteunlapsononulo O<t<ty,

¢ esposibleconocer X(t) ? Si esposible sedice que e sistema con esa salida es observable.
Para ello es necesario que cada variable de estado "afecte" la salida de tal manera que midiendo
la saliday conociendo la entrada se puedan determinar todos |os estados.

Es claro que basta con conocer €l estado inicial X (0) = Xg , pues entonces resolviendo el sistema
X'=AX +Bf(t), X(0)= Xy, obtenemos X(t).
Derivando sucesivamente la salida

y=CX+d f
y'=CX'+df'=C(AX+Bf)+df'=CAX+CBf+df'
y"'=CAX'+CBf'+d f"=CA2X+CABf+CBf'+df"
y evaluando en O y despejando, se obtienen las ecuaciones siguientes, en las que |los miembros
derechos son conocidos,

CXpo=¥y(0) —d f(0)

CAXo=y'(0)-CBf(0)—-df'(0)

CA2Xy=Yy"(0-CABf(0)-CBf'(0)—d f"(0)
Luego e problemaes, si conociendo los nimeros C A X = dy, se puede conocer X .
Por el teorema de Cayley-Hamilton, los primerosn nimeros C AKXp=d, O<k<n-1,
permiten determinar |os demés. Luego, las condiciones las fijan las primeras n ecuaciones.

Con la matriz cuadrada O(C, A), cuyasfilasson C, CA, .., CA™1 yd vector D de
datos conocidos dp, .., dy_; quedaplanteado €l sistemade n ecuacioneslineales con n incognitas

OC, A Xp=D

gue es compatible, pues se comienza el proceso en algin estado inicial  Xg desconocido.

Si lamatriz O(C, A) esinvertible se puede despejar la tnicasolucion X ; pero si ho esinvertible,
e sistematiene infinitas soluciones, y esimposible averiguar €l estado inicial.

Esta matriz se llama*“ matriz de observabilidad” del sistema. Hemos demostrado € siguiente.

Teorema 6.1
Un sistemaes observable s y s6lo si lamatriz de observabilidad O(C, A) esinvertible.

Ejercicio
Sisemidendossdidas y;=Ci X +d; f e y,=C, X+d, f delsistema X'=AX+Bf,
O(Cy, A

probar que es observable si y sblo si lamatrizdeorden 2nx n (O(Cz, A

) tienerango n.



82 | Unidad 2-julio2014.nb

Teorema 6.2

La observabilidad esindependiente del sistema de coordenadas empleado.
Demostracion

Si cambiamosde coordenadas X =M Y, el nuevo sistemaes

{Y':M‘lAM X+M1B
y=CMY +df()

y lanueva matriz de observabilidad es

CM C
CAM CA
O(CM, M1AM) = = M=0C, A)M

CA™IM CA-1

Como M esinvertible, O(C, A)M esinvertiblesi y sdlosiloes O(C, A).

g.ed.

Teorema 6.3 Test PBH de observabilidad (Popov-Belevitch-Hautus)

Un sistemano es observable si y solo s existe un autovector v+ 0 aderechade A:
Av=2Av queesortogonda C: Cv=0.

Demostracion

Hacemos una demostracién similar ala dada para el test PBH de controlabilidad.
=)

Si no es observableexiste w+ 0 tal que O(C, A)w=0 osea

Cw=0, CAw=0, .., C A"1w=0 vy por € teoremade Cayley-Hamilton
resulta CAXw=0 paratodo k>0. Luego el subespacio ortogonal a w, que es
no nulo, esinvariante por A ; por lo tanto existe un autovector v+ 0 de A enese
subespacio.

€)

Si existeunvector v nonulotal que Av=A2Av, Cv=0, entonces

CAv=CAv=ACv=0, ... , CAkyv=Cakv=2kCcv=0,

yporlotanto O(C, A)v=0, v+ 0, ylamatriz de observabilidad no esinvertible.

g.ed.
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Teorema 6.4

Un sistemade orden n no esobservableatravésdelasdida y siysolos y satisface
una ecuacion diferencia de orden menor que n.

Demostracion

=)

Supongamos que no es observable; lasfilas de la matriz de observabilidad son linealmente
dependientes, por lo tanto, alguna de ellas es combinacién lineal de las anteriores

CA“+ 3 GajCAI=0 con 1<k<n.
Veamosque y=CX + d f(t) satisface una ecuacion delaforma
Y9+ T Y = Xo B FO0
Supongamos por comodidad que k=2: CA? + a3 C A+ agC = 0. Entonces
y'=CX'+df'=C(AX+Bf)+df'=CAX+CBf +df'
y'=CAX'+CBf'+df"=CAAX+Bf)+CBf'+df"
= CAX+CABf+CBf'+df"

~@,CAX -aCX+CABf+CBf'+df"
—a1(y'~CBf-df)—aog(y—-df)+CABf +CBf'+df"

Luego y"+a1Y'+aoy=a1; (CBf+df)+aydf+CABf+CBf'+df".

<)

Reciprocamente, si y satisface una ecuacion de orden menor veamos que €l sistemano es
observable. Supongamos que satisface laecuacion y"'+ a1y '+ agy=B> f"+ B '+ B .
Vamosademostrar que CA2+a; CA+ayC=0.

Consideremos f(t) =0, y entonces el sistemaeshomogéneo X'=AX, y=CX.

Para cada solucion del homogeéneo X(t) setiene

yh =CX(t), y'(t)=CX'()=CAX(), y"(t)=CAZX(t).
Reemplazados en laecuacién y"+ a1 y'+aoy=0 danlaiguadad
(CA2+a1CA +apC)X(Hh=0 = (CA?+a1CA+aoC)X(0)=0

Elegimos una base de soluciones del homogéneo X (t), ..., Xn(t) yporlotanto X;(0), ..., Xn(0)
esunabase de R". Luego
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(CA2+a;CA +apC)X(0)=0 paa i=1, ..,n

por lotanto el vector CA? +a; CA +apC esortogona atodos|os vectores de una base y por
lotanto es nulo. Esto significaque lasfilas de lamatriz de observabilidad son linealmente dependientes.

g.ed.

Teorema 6.5
Consideremoslaecuacion delasalida y en un sistema controlable

YV +a Y Y+ ray=b fOV 4+ by fd(f™+a O+ L, f)

y sean los polinomiosasociados pa(A) =A"+a A"+ ....+a, Yy g)=b A"+ ..+ b,
El sistema es observable si y sblo si los polinomios pa(d) y () no tieneraiz en coman.

Demostracion
Por claridad, supongamosque n=3.
Como €l sistema es controlable, se pueden elegir las variables en las cuaes el sistema luce asi

0 1 0 0
X':( 0 0 1 ]X+ 0|f@) ,  y=(Cg, Cy C3) X +d f(1)
—aq —adp —ag 1

Tanto los polinomios pa(A), q(A) como laobservabilidad y la controlabilidad no dependen del

sistema de coordenadas, y entoncs podemos razonar sobre esta forma del sistema.
No es dificil ver que la ecuacion de la salida es

y'+ay'+ay +tagy=cfr+cf'+e f+d(f"+a f"+af'+asf)
yporlotanto ¢(Ad) =c3A%+ Cy A + Cy.

Si lasraices caracteristicasde A son a1, @, @3 entonces, segiin se demostré en launidad 1, las raices
caracteristicas de q(A) sonq(ai), g(az), d( ag) . Porlotanto det q(A) = q(a;) qaz) 9( as) -

Luego pa(d) y q() tienenunaraizcominsi y sblosi detq(A)=0, 0osea, q(A) noesinvertible.
Demostremos que la matriz de observabilidad O(C, A) esjustamente q(A), lo cua concluirala
demostracion. En efecto, sealabase canénica e;=(1,0,0), & =(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) . Entonces

A=, A= > gA’=g

egA) =ecs A+ A+Cil)=Cze3+ & +Cr e =C
A =ecs A+ A+cil)=e  ACs A2+, A+cl)=eycs A2+ A+C I )A=CA
e3.0(A) =e3(ca A2+ o A+ Cyl )= A(Cs A2+ o A+ Crl ) =ey(ca A2+ Co A+ Cy 1) A= CA?

Por o tanto
e C
aA=lqA=|e [qA=| CA [=0(C, A
& CA?

g.ed.



Ejemplo 1

En el circuito de lafiguralaentrada esunacorriente 1(t) y lasalidaeslacaidade potencial enla

segunda resistencia.

Lasvariables i, y V¢ satisfacen € sistema

R, i Ry
o) o | e
Vc' - 0 _% Vc é
i 0o 1
e y(t):vRZ:vc:(O,l)(vc) y O(C,A):(CA):(O 1 ] no esinvertible.
CR,

Luego € sistemano es observable a través de esa salida. Es decir, midiendo laentraday la salida
durante un lapso no nulo, no es posible saber en qué estado inicial comenzé a funcionar el sistema.

Ejemplo 2

En €l circuito de lafigura consideramos como salida la caida de potencial en laresistencia

1
- 0 -= ; 1
i i 1
Lasvariables i_ y v satisfacen el sistema ( - ]: 1 i ( - ]+ L [V(@®)
el g —re)i¥e/ N0

, i C 0 1
Ademés y(t):VR:VC:(O,l)(VC) Yy O(C,A):(CA): 1

Lamatriz de observabilidad es invertible y el sistema resulta observable desde esa salida.
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Ejercicio

En el circuito de lafigura, laentrada es un voltgje V(t) y lasflechas indican el sentido de las corrientes.
Utilizando como variables de estado las corrientes en las bobinasi, , i, y €l potencial en el capacitor v,
a) estudiar la estabilidad y controlabilidad; explicar su significado fisico;

b) hallar laecuacién delasadida y=vr Y estudiar |aobservabilidad;

c) hallar laecuacion delasalida y=vi, + v, Y estudiar laobservabilidad;

dpaa R=1Q, Li=L,=1H, C1F, V(t)=sent, demostrar que cada respuesta es no acotada.

EJERCICIOS

ax'+bx=e()

1.Si xf(t)eslasoluciénde{ %(0) = 0

demostrar que lim._,o X(t) = i e_gt u(t).
2. Sealaecuacion x" +2x'+ x= f(t) conlascondicionesiniciales x(0) = x'(0) = 0.
a) Encontrar lafuncién respuesta al impulso unitario partiendo del reposo h(t) y graficarla.
b) Calcular larespuesta al escaldn unitario u(t) partiendo del reposo y comprobar que tiene derivada
continua pero que la derivada segundatiene un salto en t = 0. Graficarla
c) Estudiar larespuesta para f(t) = u(t) — u(t — 1) partiendo del reposoy graficarla

A s a<t<p

3. @) Graficar w(t) ={ 0 enlosotros t

siendo @ < B Expresar v(t) con u(t) .



t s —-1<t<l

b) Graficar %(t):{—lsi ts-1 vy 1s t=1

("funcion saturacion™)

4. @) Probar que lasfunciones ¢(t) muy buenas forman un espacio vectorial.
b) Probar quesi ¢(t) esmuy buenay f(t) tieneinfinitas derivadas, por jemplo un polinomio,
entonces ¢(t) f(t) es muy buena.

5. Partiendo del reposo hallar larespuesta h(t) a impulso unitario y larespuesta g(t) a escalén
unitario de las siguientes ecuaciones estables y graficarlas:
a) X'+2x=f(t) b) X"+ 4x"'+5x=f(t)
Cc) 2x"+3x'+x=f{t) d) 4x"+3x +x="f()
En cada caso determinar lasolucion para f(t) =et) y tet).

6. Cacular lasderivadas siguientes: (t|t])', (t|t]", e'(t), (sent u(t))', A'(t) y graficarlas.

7.a8) Si f(t) esunafuncidn continuademostrar que f(t) 6(t) = f(0)d(t) .
b) Si f(t) tienederivada continuademostrar que
(fOom)' ='Wty + fM' =0

8. Calcular y greficar (exe)xe y ver que tiene derivada continua.

9.4d) S x(t) eslasolucion delaecuacion homogénea ax'+bx = 0 con x(0) = i ,
comprobar usando la derivada generalizada que  h(t) = x(t) u(t) .
b) S x(t) eslasolucionde ax"+bx'+ cx=0, con x(0) =0, x'(0) = i comprobar

usando la derivada generalizada que h(t) = x(t) u(t) .

10. Calcular y graficar las siguientes convol uciones:
a) e)xet) bud=r) c) et)xAl) d) A=A € et)xet-2)
f) Ea(t) x Ep(t) paaa=by a=#h. g) sat(t)=et) h) [(1-0.51)e0.5t)]tet)

11. Averiguar si tienen sentido las siguientes convolucionesy en caso afirmativo calcularlas:
a) ellxut) b) sat)=ut) c) (sat)+=ut) d) ut)=u-t)

12. Probar que la convolucion es conmutativa, asociativay distributiva respecto de la suma.
Comprobar esas propiedades con:
U =AM , U= e« Al , et) = [AM) - ub)]

13.Si h(t) eslarespuestaal impulso unitariode £(x) = f(t) partiendo del reposo, averiguar
cudl eslarespuestaa f(t)=46(t-1) , f()=-261+36(t+1) y fM)=6"(1).

14. a) Hallar larespuestade x" + 4x= A(t— 1) s hay reposoinicial.
b) Hallar larespuestade x "+ 2x'+ Xx=24(t) — ¢ '(t) partiendo del reposo.

15. Considere € circuito siguiente donde la entrada es una corriente 1(t).
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a) Obtener la ecuacion que verificala corriente en laresistencia.
b) Para L=0.25H, R=1Q , C=0.5F encontrar larespuesta a impulso unitario,
larespuestaa I(t)=10 u(t) A y a It =etut) A partiendo del reposo.

16. @) Sean f(t) y g(t) dosfunciones, ambas pares o ambasimpares. Probar que fxg espar.
b) Sean f(t)y g(t) dosfunciones, unapar y otraimpar. Probar que f xg esimpar.
¢) Ejemplificar cada caso.

17.Sean L1 y L, dosoperadores diferenciales lineales a coeficientes constantes.
Probar que conmutan: Lio L, = L0L; .
Comprobarlocon Li(X)=2x"+ X'+2X y Ly(X)=-X"+3X .

18. Probar que (uxuU)'=uxu'=u y (uxe)'=u'se=uxe'
Probarque f«o'=f"', f«6"=f" etc...
Osi t<0, 1st>+

19. Sea uy(t) = { . Demostrar que u, > U y uy'—= () .

nt s 0<ts<

=

20. Halar larespuestaa impulso unitariode x"+ X'+ x=2f"'+ f s hay reposoinicial.
Hallar larespuestapara f(t) =sent u(t) partiendo del reposo.

21. Sead sistemalineal X '=AX +B 4(t) con X(07)=0.
Escribir larespuesta al impulso unitario asi: h(t) = Xo(t) u(t) con Xq(t) solucion del
homogéneo y demostrar que Xq(0) =B.
En palabras: €l sistemareacciona al impulso unitario saltando del reposo alaposiciéon B y
luego evolucionalibremente desde ese valor inicial.

11 1
22.8) Hallar larespuesta al impulso unitario del sistema X‘=(1 _1)X +(0) ft).

Hallar larespuestapara f(t)=e~tu(t) concondicionesiniciales nulas. ¢Es controlable?

-2 2 1
b) Misma cuestion para el sistema X‘=( 1 _3)X+(_1)f(t).
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23. @) Para el circuito de lafigura, mostrar que los voltajes en |os capacitores verifican

1 1

== 0
(Vl) _ CGR (Vl) " GR v(t)
\Z 0 -1 |\wv 1
GR, GR

b) Si lasalidaeslacaidade potencial en lasegundaresistencia, escribirlaen términosde vy, vo, W(t).
¢) Averiguar cuando es controlabley observable.

1T 1

24. Consideremos €l circuito de dos mallas como en lafigura. Las bobinas son de valores distintos.
Tomando como variables las corrientes en |las bobinas y |a diferencia de potencial en € capacitor,
hallar € sistemaque verifican. La salida es |a caida de potencial en laresistencia.

Estudiar |a estabilidad, la controlabilidad y observabilidad del circuito.

e
i

25. Consideremosél circuito de dos mallas como en lafigura. Tomando como variables las corrientes en
las bobinasy la diferencia de potencia en el capacitor, hallar el sistemaque verifican. Lasdidaesla
caida de potencial en laresistencia
Estudiar la estabilidad, controlabilidad y observabilidad del circuito.

26. Consideremosel circuito de dos mallas como en lafigura con una corriente de entrada 1 (t).
Lasalidaeslacaidade potencial en laresistencia.
Tomando como variables las corrientes en las bobinas y la diferencia de potencia en el capacitor,
hallar el sistema que verifican. Estudiar la estabilidad, la controlabilidad y observabilidad del circuito.
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27. Consideremos dos masas, que se mueven horizontalmente, un resorte y un amortiguador como en el esquema.
Se gjerce una fuerza horizontal en la segunda masa.
Lasalidaesladiferencia entre las posiciones de las masas. Estudiar la controlabilidad, observabilidad y estabilidad.




