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FUNCIONES PERIODICAS

Sea f(t) unafuncidn seccionamente continuacon periodo p>0: f(t+ p)= f(t).
Entonces f(t+kp)=f(t) paracada k=0, +1, £2, ...,y por lo tanto |os mdltiplos positivos
de p sontambién periodosde lafuncién. El modelo que serepiteeslafuncion f(t),0<t<p.

Ejemplos f(t)=sen2t tieneperiodo .
f(t)=cost +isent=¢'t esdeperiodo 27,y tomavalores complejos.
f(t)= cost —2sen 3t esdeperiodo 27 . Veamos su gréfica.

Plot [Cos[t]-2Sin[3t], {t, -2x, 4w}, AspectRatio -» Autonatic,
PlotStyle » {Thick}]

Ejemplo cost esdeperiodo 27 y —2sen V3t de periodo 5_—2 pero lasuma cost -2senV3't

no es periédica. Estudie un tramo de su gréafica para comprobar que no hay un modelo que se repita.

Pl ot [Oos[t]—ZSin[V3 t], {t, 0, 20 x}, AspectRatio -» Automati c,
PIotSter-»{Thick}]

Ejemplo A lafuncién de periodo 2 y modelo  f1(t) = { le sumamos sen2rrt, que

-1 s 1<t<?2

es de periodo 1, y obtenemos una funcién de periodo 2.

ft_1:=Wich[0<t <1, 1, 1<t <2, -1, True, 0]
gl =Plot [f [Mod[t, 21], {t, O, 6}, AspectRatio » Automatic, PlotStyle -» {Thick}];
g2 =Plot [f[Mod[t, 2]1]+Sin[2xt],
{t, 0, 10}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle » {Thick}];
G aphi csGid[{{gl, g2}}]
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Observando con atencién un tramo largo del gréfico de f1(t) + sent, no hallamos un modelo que se repita.
Trate de probar que no es periddica.



Unidad 4-1.nb |3

frt_1:=Wich[0<t <1, 1, 1<t <2, -1, True, 0]
Plot [f [Mod[t, 21]+Sin[t], {t, O, 40}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle - {Thick}]

2

2 20 40

Ejercicio
1 s 1<t<?2

Sealafuncion definidaen €l intervalo [0, 4] : f(t):{O § O<t<l 62<t<4

a) Extenderla a unafuncién par de periodo 8,y dibujar su gréficoen el intervalo -12<t<12
b) Extenderla a una funcion impar de periodo 8, y dibujar su gréficoen el intervalo -12<t< 12
Periodo minimo

a) Supongamosque f(t) tiene un periodo minimo py > 0.
Si p> 0 esotro periodo, lodividimospor pg ¥ quedap=npg+r con n naturay O0<r < py. Setiene

fo=ft+ p=ft+npy+r="Ffit+r)
Si fuera r > 0, seriaun periodo menor que py locua no puedeser. Luego r=0 y p esmditiplode po.

b) Supongamosque f (t) quetiene un periodo p> 0 y tienelimiteaderechafinitoen 0: lim_- f(t) = f(0").
Si no tiene periodo minimo, demostremos que es constante. En efecto, se tienen periodos 0 < px < pk—1 €on
px —» 0. Luego paracada to+ 0 y cada pcx escribimos tg=npx+rg con n enteroy 0<ry < pg:

f(to) = f(npx+re) = f(ry
ycomo lime,. rk =0, resulta f(tp) =limy_. f(ry) = f(0*) y porlotanto f esconstante.

Ejercicio
a) Comprobar que sen’t tiene periodo minimo 7 .
b) Comprobar que sen2t - cos3t tiene periodo minimo 2x. Graficar.

c) Hallar € periodo minimode sent + 2 cos % y graficarla confirmando el periodo hallado. Rta: 67

Ejercicio
a) Sea fy(t) conperiodo p; >0y fy(t) conperiodo p,>0.
Si @ cociente de los periodos es racional, |0 expresamos % = ? en formairreducible.
2

Demostrar que ¢; fi(t) + ¢ fo(t) 'y fi(t) fo(t) tienen periodo p=pyn=p,m.

b) Lafuncion sen g 7t esperiddicade periodo minimo % y €l serrucho s(%) tiene periodo minimo 3.

Mostrar que lasuma sen %nt + 25(%) tiene periodo minimo 12 . Lo visualizamos.
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3 t
Pl ot [Sin[znt]+2l\/bd[§, 1], (t, -1, 243, Pl otSter-»{Thick}]
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Ejercicio
a) Halle el periodo minimo de las siguientes funciones. Realice las graficas para corroborar |a respuesta.

ser? 3t + 2 cos4t ;b) sen%t—cos%t;c) sen%—cos@.

b) Observe un tramo largo del gréfico delafuncion sent + sen V2t y aventure que no es periddica.
¢Puede demostrar que no es periédica?

Ejemplo

Unasefid f(t) > 0 modulaunaondasenoidal portadorade atafrecuencia senwt, y el resultadoes f(t)senwt.
Si larectificamos, obtenemos |f(t) senwt]|, quellevalamismainformacion que f(t)senwt,y que, para muchos
propositos, es (casi) lamismaque f(t).

Por gemplo, losvaloresde g(t) = 3(cost — sent) + (cos2t — 2sen2t) + 0.5(sen3t — 2cos3t) estanentre —11y 11.
Tomamos f(t)=g(t) + 12 >0 detal maneraque |(f(t)+12) senwt]| llevacasi lamismainformacion que f(t).
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w=10;
gl =Plot [3 (Cos[t]-Sin[t]) + (Cos[2t]-2Sin[2t]) +0.5(Sin[3t]-2Cos[3t]) +15,
{t, 0, 87}, AxesOrigin » {0, 0}1;
g2 =Plot [Abs[(3 (Cos[t]-Sin[t]) + (Cos[2t]-2Sin[2t]) +0.5(Sin[3t]-2Cos[3t]) +15)
Sinf[wt]], {t, 0, 8m}];
G aphicsGid[
{{91,
g2}1}1

15

10

Espacio de funciones periddicasy seriesde Fourier

L as funciones seccionalmente continuas de periodo p forman un espacio vectorial complejo que posee
el producto punto o producto escalar

X, ym) = [Pxt yd dt

Lalongitud deunafuncibnes ||X|| = /£p|x(t) | dt

2rmik

Lasfunciones gk(t)=e ° " tienen periodo p y son ortogonalesentre ellas pues

k=l

- 0 s
(90 o= Paa®at={ =\ 7,

Consideremos el subespacio de dimensién 2n+ 1 generado por las arménicas de frecuencias bajas

2nki
t
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La proyeccion ortogonal de f(t) sobre este subespacio es

2rki

p n(f):zxn:—nck@ P

donde los "coeficientes de Fourier" son

27ki

_ (f, a0 _1 Pf 7Tt "
&= an a0 DL O e dt

Un resultado fundamental afirma que ladistanciaentre f(t) y S, disminuyeacerocuando n — +oo :
liMyse (1T - p,MI=0

es decir, a medida que agregamos frecuencias cada vez mas altas, la sumas de Fourier se acercan, en media,
mas y mas alafuncién. Anotamos esta aproximacion asi

2rki

f) =32 e ®

Laseriesellama "serie de Fourier compleja’ delafuncién.

S f(t) esunafunciénrea entonces c_, =0Ty .
Separando la parte real y la parte imaginaria de los corficientes

2nkt
p

2nkt
p

ck=%£pf(t)cos alt—i%ﬂ’f(t)sen dt:%(ak—ibk)

donde

2nkt 2nkt

dt

_2 -2 (r
a== [fMcos==dt vy by = 5 [ f (D sen

En particular, co= %Lpf(t)aft: %ao.

Con esta notacion arribamos a la expresion real habitual de la serie de Fourier:



27ki 2rki t 2rki

HOED N t=Co+Z‘;‘;1(Ckf P 4+Cye °

L oo 21k 21k
= sa+ Zkzl(akcos ; t+ bcsen . t)

‘)=c0+z;°:12Re(

2rki
Cke P

Para el cllculo de los coeficientes, es conveniente tener en cuenta los siguientes resultados.

Lemal
Sea g(t) seccionamente continuay de periodo p .

g(t)dt paracada a.

p+a

Entonces  [Pg(t) dt= [
Demostracion

Fawdt= oty dt+ [Pgm dt

Haciendo, en la primeraintegral del segundo miembro, el cambio devariable s=t+ p,y usando

laperiodicidad de g(t) setiene
hbowdt= ["Pas-pds= [P ds
Luego

Fawdt= fomdt+ [Potydt= j;+pg(t)clt+ fPam dt= [*Pg) at

Lema 2
Sea f(t) s.c.ydeperiodop.

Si f(t) esreal y par entonces by =0, ylaserie de Fourier se desarrolla en cosenos.
Si f(t) esrea eimpar entonces ax =0, ylaserie de Fourier se desarrolla en senos.

Demostracion

Por el lema anterior, parael célculo de los coeficientes podemos usar el intervalo —g <ts<

p
S f(t) esred y par, bk:% 2 f(tysenktdt=0 puese integrando esimpar.

p
2

p
S f(t)esred eimpar, a = Ef(t)cosktdt:O pues € integrando es impar.

o IN
Nl

Ejemplo 1.1

1 O0O<t<1

Sea f(t) deperiodo2 y modelo {_1 1<t<?2

g.ed.

N|T

g.ed.

)

Unidad 4-1.nb |7
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frt_1:=Wich[0<t <1, 1, 1<t <2, -1, True, 0]

Plot [f [Mod[t, 2711, {t, -3, 3.5}, AspectRatio » Automatic, PlotStyle » {Thick}]

1.0

0.5

—05F

Lafuncion esimpar, por lotanto ax=0y

4 . .
_cosn — s k impar
b= [} f®senrktdt=2 [fsenrktdt=2 2" = { & g
d 0 s k par
Luego
oo m(2k
f(t):% =Osenz(k2+1+1)t

Graficamos, en formasimultanea, lafuncion y algunas sumas parciales.

flt_1:=Wich[0<t <1, 1, 1<t <2, -1, True, 0]
4 3 Sinfr(2k+1)1t]

}, {t, -3, 3.5}, PIotSter-»{Thick}];

1=Pot|[{f[Mmd[t, 271, —

g [{ ﬂg 2k+l
4 0 Sinr((2k+1)t

g2 = Pl ot [{f IMbd [, 217, —Z [rek+2) ]}, {t, -3, 3.5}, PIotSter-»{Thick}];
b S 2k+1

G aphi csGid[{{gl, g2}}]

sEalla

0.5

12 -1
—05k

o b

1 s O<t<p/2
0 s p/2<t<p

Lafuncion fu(t) deperiodo p>0 y modelo {

1 2¢e 1 27 2k+1)t
fp(t)_2+n&:02k+lsen( p )

Ejemplo 1.2

Lafuncién “tridngulo” de periodo2 y modelo g(t)=1—-|t |, -1<t<1.

esigua a 5 (f(z—pt) + 1) Y su serie de Forier es
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git_]1:=Wich[0<t <1, 1-t, 1<t <2,t-1, True, 0]
Pl ot [g[MdT[t, 2]1, {t, -3, 3.5}, AspectRatio » Automatic, PlotStyle - {Thick}]

Como lafuncion espar, by = 0. Ademés aozflg(t)aftzl y

4

asz_llg(t)COSﬂktdtz2£1(1—t)COS7rktdt={ 2k
0 s kespar

s k esimpar

1
j(l—t)Oos[nkt]dlt
0

1 - Cos [k ]

k2 72

Luego
1 4 cosk+1)nt
VR D el i
9(®) P S

1 4 n Cos[(2k+1)wt
n=2; PIot[{g[lVbd[t,Z]], —+—Z [« il ]
2 25 (2k +1)2

}

{t, -3, 3.5}, PlotStyle » {R&Col or [0, 1, 0], RGBCol or [0, O, 17},
Aspect Rati o » Automatic, PlotStyle - {Thi ck}]

_3 D) -1 ‘ 1 2 3

1 4 2 Cos[(2k+1)mt]
n=>5; PIot[{g[Nbd[t,Z]], - — }
2 5 (2k +1)2

{t, -3, 3.5}, PlotStyle » {R&Col or [0, 1, 0], RGBCol or [0, O, 1]},
Aspect Rati o » Automatic, PlotStyle -» {Thi ck}]

L
0.
0.
0.

En este g emplo, adiferencia del anterior, lafuncion es continuay derivable atrozos.
Se aprecia que con pocos términos la serie esta muy cerca de todala funcion.

Ejemplo 1.3

Consideremoslafuncién "serrucho” s(t) deperiodolymodelot en O<t< 1.
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Ss[t_]:=Wich[0<t <1, t, True, 0]
Plot [s[MdT[t, 1]1, {t, -2, 2.5}, AspectRatio » Automatic, PlotStyle - {Thick}]

con coeficientes de Fourier ax =0 y

Ve

1 1
be=2 [Lsitysen 27 ktydt=14 ftsen 27 ktydt = 2
2

Luego
1o D
st ~ 253, % sen 27k
y entonces
1y 1 1 1o sen2rkt
sO=sit+3)+3=5- 70—

s[t_1:=Wich[0<t <1, t, True, 0]
n=4;

Sin[2rkt]

1 10
Plot [{siMdrt, 111, E_ZQT}’

{t, -2, 2.5, AspectRatio - Automatic, Pl 0tSter->{Thick}]




Ss[t_]:=Wich[0<t <1, t, True, 0]
n = 10;

1 1 nSin2nrkt]
Pl ot [{S[Nbd[t, 111, —-— —},
2 r3 k

{t, -2, 2.5}, AspectRatio -» Automatic, Pl otStera{Thick}]

Ejemplo 1.4

Consideremoslafuncién seno rectificada | sent| quetiene periodo x .
Comolafuncionespar, by=0y

_2 _4 3 _4_1
ay = ﬂjg' lsent| cos2ktdt= - frsentcos2ktdt= T

fSin[t]cOs[zkt]du
0

1-2kSin(k]
1-4Kk2

Luego la serie de Fourier es

2 0o COS2kt
jsent] = 2 (1-2 332, 2]

Unidad 4-1.nb |11
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n=4;
Cos[2 kt]
Pl ot [{Abs[Sin[t]], 1- 22 }
o 4ki-1
{t, -m 2nx}, PlotStyle » {RGBCol or [0, 1, 0], RGBCol or [0, O, 11},
Aspect Rati o -> Automatic, Pl otSter-»{Thick}]

Si lafrecuenciadelaondaes w= 27 f, esdecir, de f Hertz, laserie de Fourier es

2kw
senwt = 2 (1- 255, 2kt

Ejercicio

Unabieladelongitud L esaccionada por unamaniveladeradio R, R< L, y arrastra a un pistén
gue se mueve horizontalmente, como muestra lafigura.

a) Mostrar que, la posicion del pistén en funcién del &ngulo 6 delamanivela, es : x(0) =2R, x(r) =

2
.Y X@®)=L+R1+cosh)-L 1—(?) sen?d Esunafuncion par de periodo 2.

b) Desarrollar en serie de Fourier mostrando larelevancia de los primeros arménicos.
RtaS L=1, R=05
X(6) ~ 0.565785 + 0.5 cos 6 — 0.0669441 Cos[2. 6] + 0.00120082 Cos[4. 6] — 0.0000430935 Cos[6. 6]

En principio, los arménicos de frecuencia 0, 1y 2 son |os mas importantes.

a=0.5: FourierCosSeries [1.5+O.5005[9]—\/1—a28in[e]2, o, 6]

0.565785 + 0.5 Cos [©] -0.0669441 Cos [2 6] + 0. 00120082 Cos [4 6] - 0. 0000430935 Cos [6 0]

En el gréfico se percibe lacasi coincidenciade lafuncion x(0) y lasumade lostres primeros términos de la serie de Fourier.



a=0.5 Plot [{1+0.5 (1+Cos[e]) -V 1-a2sSin[e]?,

0.5657851 +. 5 Cos [6] - 0. 066944 Cos [2. e]}, {6, 0, 67}, PlotStyl e - {Thi ck)]

1.0
08¢
06F
041
0.2

APLICACION A SISTEMASLINEALES

Teoremal
Sea L£(x)= f(t) unaecuacion lineal con coeficientes constantes e internamente estable.

Si laentrada f (t) es continuay de periodo p entonces hay una Unica solucién de periodo p.

Demostracion
Sea L(X)=agx™ +..... +ap X' +apx LX) =1f().

a) Una demostracion directa.

Sea h(t) = pt)u(t) donde L(@)=0, ¢0)=0, .., ¢"20)=0, " D0)=ay™?! .
Consideremos la convolucién

xt) = [ ft-ndr= [Fe@ ft-1dr

Esta convolucidn converge pues, a ser la ecuacion estable, limy, ., ¢(t) =0 exponencialmente.

Esclaro que tiene periodo p .
Usando la expresién

xt = [T f@ht-ndr=[_f@et-ndr

se prueba que es solucion de laecuacion  £(x) = f(t) razonando como en laUnidad 2.

b) En esta demostracion usaremos desarrollos en series de Fourier.

Este método, a diferencia del anterior, permite entender como actlia el sistema sobre la entrada.

Sea c(d)=agA" + ...+a,_1 A + a, € polinomio caracteristico.
Por ser internamente estable (i w) + 0 para cadafrecuenciarea w .

Unidad 4-1.nb |13
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Luego a cada entrada arménica e'“! le corresponde la salida arménica me'”‘:Ha w)e't,

Naturamente H(i w) = ﬁ eslafuncién de transferencia. Desarrollamos la entrada en serie de Fourier:

. 27k

f)y=~Y2 _cee °

Por el principio de superposicion una solucién formal es

2nk

X ~ 2o H(Z”—p"') e v

que es sumade periddicas de periodo p, y por €llo resulta también de periodo p. Se puede demostrar que
s f(t) escontinua, con derivada seccionalmente continua, esta serie converge y define unafuncién que
satisface la ecuacion. Las condiciones sobre f son mésexigentesque en a) pues se busca un desarrollo
en serie de Fourier delasolucién. Ver laNota 3 abagjo.

¢) Unicidad. Sean x;(t) y Xx(t) dossolucionesde periodo p. Entonces xo(t) = x1(t) — Xo(t) essolucién dela
ecuacion homogéneay esde periodo p.Luego  Xo(t) = Xo(t + p) =. ... ... = Xo(t + K p) , Y como es internamente
estable Xg(t) =limk,e X(t+k p)=0 yporlotanto xg(t) esnula Luego Xi(t) = xo(t) .

g.ed.

Notal Salida permanente

Todas las respuestas son suma de la solucién periddica mas una solucion de la ecuacion homogénea.
Esta Ultima decrece a cero por laestabilidad y por ello se lallamatransitoria. La solucion periddica,
que prevalece cuando el tiempo crece, se [lama permanente.

Nota 2 Sistema no estable

Supongamos que la ecuacion no es estable debido a que tiene algunas raices carateristicas imaginarias puras.

Si la entrada no tiene componentes armanicas con esas raices, es decir, no hay resonancia, entonces la segunda
demostracion es también véliday se obtiene la misma conclusién: hay una salida periddica. (Ver eiemplo 2.4) .
Puede no ser Unica, como muestra el ejemplo siguiente.

a)En X"+ x=cos % t laentradatiene periodo 4 7 y no provocaresonancia. Hay infinitas salidas de periodo 4 =

4 1
X(t) = 3 COS 5 t+ Cy COst + Cp sent
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b) En x"+x:|sen %t| laentrada tiene periodo 27 'y hay resonancia pues la serie de Fourier de laentrada ,

ver gemplo1.4, es

|sen%|:§(1—22§":1°°5kt)—2 4

4k-1) " 7 3x
quetiene el término cost que esresonante. Laecuacion no tiene ninguna salida de periodo 2 7.

¢)En x"+x=|sen t| laentradatiene periodo 7 y no hay resonancia pues la serie de Fourier de laentrada es

2 o COos2kt 2 4
Isentlz;(l—zzk:l ) -2

4
ai 1) : 3. cos2t-— r cos4t.....

gquenotiene el término cost . Luego tiene salida de periodo 7, cuyo desarrollo de Fourier es

X(t) = ;(1+ 2y, L2kt )

(ak2-1)

Podemos también buscarla directamente y obtener en un periodo
Xt = _%cost+ 7 cost + %sent , O<ts<nm,

y repetidala con periodo x . Veamos que coinciden graficamente en un periodo:

t P 1 2 10 Cos [2kt]
Plot[{——Oos[t]+—Cos[t]+—Sin[t], a2y —/— -
2 4 2 7

}

k1 (4k2-1)2

{t, 0, n}, PlotRange - Al l, PIotSter-»{Thick}]

0.75
0.70
065
0.60

055}
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Nota 3 Sobrelaconvergencia

2”pki) sondel orden k™", esta serie es mas rapidaen

Observemos que, como losnimeros  H (

convergenciaque lade f(t) , lo que permite prever que la solucion es més suave que la entrada.
Mas concretamente, si lafuncién f(t) esperiddica, continua, y tiene derivada secciona mente continua,

entonces se puede demostrar que >3 . 1Cc1 < oo Y por lotanto la serie de Fourier

—00

2nk

L0 H(anki)eiTl

es absol utamente convergente.

Elloimplica que la serie anterior define unafuncion x(t) continua, periédica, que se puede derivar término a
término n vecesy a reemplazarla en la ecuacion la satisface.

Si lafuncion f(t) es s6lo seccionalmente continua hay que estudiar mas afondo su serie de Fourier para

sacar conclusiones.

Ejemplo 2.1
Enuncircuito RL deecuacion Li'+Ri=V(t) con L=1H, R=1Q introducimos € voltge
"serrucho” deperiodol V() =t:

Pl ot [Mod[t, 17, {t, O, 4}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle » {Thick}]

10
0.8
0.6
0.4
0.2
1 2 3 4

Sabemos que todas las sol uciones son continuas.
Por el teorema anterior hay una solucion periédica. Labuscamos directamente.
Lassolucionesen O<t<1 sondelaforma i(t)=-1+t+ ke .

1

—e

i0M=i() = -l+k=ke?! = k= ~ 1.582

-1

Lasdidapermanentees i(t)=-1+t+ ﬁe*, O<t<1, periédicadeperiodol.
—e
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1
flt_1:=-1+t+ et
1-et

Pl ot [f [Mod[t, 111, {t, O, 3}, PlotStyle » {Thick}]

0.58
0.56
0.54
0.52
0.50
0.48

0.5 10 15 20 25 30

Ejemplo 2.2
En el mismocircuito RL deecuacion Li'+Ri=V(®) con L=1H, R=1Q introducimoscomo
t s Osts<l

voltaje pulso "triangular” continuo de periodo 2: V() = {2—t § l<t<2

git_1:=1f[0<t <1, t, 2-1]
Pl ot [g[MdT[t, 2]1, {t, O, 6}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle -» {Thick}]

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

Lassolucionesen O<ts<1 sondelaforma ii(t)=-1+t+ ae

yen 1ls<t<?2 sondelaforma ixt)= 3-t+bet
Como la entrada es continua todas | as salidas tienen derivada continua. Ademas por €l teorema anterior, hay una
solucion periddica del mismo periodo. La buscamos; debe cumplir

(D) =i(l) = ael=2+be?
10)=i22) > -l+a=1+be?

2
Resolviendo obtenemos a = 1% , b=-— % . Con estas constantes la solucion permanente es
“1+t+ 1%@“ s O<ts<l1
i(t)= 0 g2 periddica de periodo 2

3—t——€e‘t s 1<st<?2

y se comprueba que tiene derivada continua. En €l gréfico que sigue podemos apreciar estas cualidades.
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) 2e 2 e?
p[t_]::W]lch[0<t<1, 14t o+ el, 1<t <2, 3-t -
l+e l+e

Plot [p[Md[t, 2]], {t, 0, 6}, PlotStyle - {Thick}]

e, True, 0]

0.60

M étodo de L aplace

Utilizando la transformada de Laplace, se pueden hallar las condiciones iniciales que satisface la solucion
periddica, y a partir de ellas podemos hallar 1a solucion periddica.

Por gy emplo, transformando L aplace una ecuacion establedeorden 2 : agx"+a; X'+ a, x= f(t), con f(t)
de peiodo p, obtenemos

1
1-¢5P

ag [ X(9) - sX(0) - X' (0) | + as[ s X(5) = X(0) ] + & X(5) = G(s)

con G(s) = Lp f(t) e Stdt, que es anaiticaen todo el plano complejo s. Despejando queda

1 [(@s+ta)x0)+ayx (0] (1-e°P) + G(9)
X(s) = P =

— 5 Gy(9)

ay S +a; S+ay 1

Paraque X(s) sealasolucion periddica previstapor el Teoremal, Gi(s) deber ser analitica en todo €l plano,

y para ello su numerador se debe anular en las dos raices del denominador, que son las raices caracteristicas.

De ahi obtenemos un sistema de dos ecuaciones lineales con dosincognitas x(0), x' (0), que tiene solucion Gnica,
gue son las condicionesiniciales de la salida de periodo p.

En e g emplo que sigue se ilustra este procedimiento.

Ejemplo 2.3

Enuncircuito RL deecuacion Li'+Ri=V({) con L=1H, R=2Q introducimos € voltge
deperiodo2: V({)=1Volt s O0<t<1, V(t)=0Volt s 1<t<2.

Utilizaremos tres métodos para encontrar la salida periédica.

Método 1
Utilizamos el desarrollo de Fourier, como en la demostracion del teorema.
Los coeficientes de Fourier de la entrada son

_ ik i 1-(-DY) .
ck=%£2v(t)e T td’t:%ﬂe"”“d’t:%% s k#0 y co=%

y € desarrollo de Fourier es

1, 1 (-G8 ikt
V) =5+ 57 Mok €



Como H(iw) = ﬁ , larespuesta periddica es

1 ) (1_(_l)k) inkt
t o 240, k=—co k@+ink

i(t) =

N

Para graficar con la computadora esta funciéon ver €l gjercicio 2.5 abajo.
De la serie anterior obtenemos la condicién inicial que satisface la solucion periédica:

[1--Df] 1 oo 1

ioy= 14 L yw Tl oy 1
10)= 2T 2a 2icx0,k=—co k@+irk — 4 2 10 4 2eir? 0.0601 ...

1 1000 1
—=-2 —_—// N
4 i-0 4 + 72 (2j+1)2
0. 0596521
Método 2

il(t)=%+ae_2t s O<t<1

Construimos la solucién como en €l gjemplo 2.1 : { ”t
irt)=be ' s 1<t<2

Por continuidad de la solucion debe ser i1(1) =ix(1), Yy por periodicidad i1(0) =i»(2)

2

Resolviendo el sistemase obtiene a= -+ — y b=%

2 1+¢2 1+e2’

En particular lacondiciéninicial es

=
[y

b h ! . 0.0596015

+e?

NI

i1(0)=3+a=3 -

[y
+
E\
N
N

En particular obtenemos laigualdad

0 71 =
1=0 4 4 222 412

Bl
|
N

1+e

Graficamos la solucién.

Unidad 4-1.nb |19
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1 1 1 1 e?

f[t_]::W]ich[0<t<l,——— 2e‘2‘,1<t<2,— .
2 2 1l+e” 2 1l+e

e, True, 0]

Pl ot [f [Mod[t, 2]1, {t, O, 6}, PlotStyle » {Thick}]

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15

Método 3
Usando la transformada de Laplace determinamos la condicién inicial de la solucion periddica.

1 1-¢73

1—e 28

LvD) (9 =

Tranformando i'+ 2i =v(t) obtenemos sl(s)—i(0)+ 21(s) = 1_1725 1_—:5 y despejando

1 i(0)s(1- e 2%)+1-¢7S

1
aCh 1-e¢28 s(s+2) T 1-e? 9

Para que sea latransformada de una periddicalafuncion g(s) no debe tener polos. Para ello el numerador
de g(s) sedebeanularen s=-2.Luego quedalacondiciéninicial que verificala solucion periddica

1

1+¢?

i(0(-2)(1 - e*)+1-¢?=0 dedonde i(0)= %

en coincidencia con resultado obtenido con el método anterior. Utilizando este valor inicia y antitransformando g(s)

obtenemos el modelo de la solucién:

i0)s(1 — e?)+1-eS

sol = InverseLapIaceTransform[ .S, t]

S(s+2)

1
—e?' (-1+e”" + (e’ -e?') HeavisideTheta[-1+t] +2i [0] - 2 e* Heavi si deTheta[-2 +t ] i [0])
2
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1
i [0] = — ; Plot [sol, {t, 0, 4}, PlotStyle -» {Thick}]

2 1+¢e?

Ejemplo 2.4

Uncircuitoen serie L C verificalaecuacioninestable L Cvc" + v = v(t)
Esinestabley por lo tanto, en general novale el teoremal. Para L=1H, C= 43 F lasraices caracteristicas

son + 2i ylassolucionesdelahomogéneason c;cos2t+ cysen2t quetienen periodo .

a) El voltgje de entrada

v(t) = [sent| ~ ;(1_22ﬁo21 COSZkt)

4K2-1

4 cos2t

tiene periodo 7 y posee lacomponente arménica — - que es resonante para €l sistema.

Probar que no hay salida periddica.

b) El voltaje

cosSkt)

v(t) = [sendt] = 2 (1- 233, T2

tiene periodo % y no tiene componentes armadnicas resonantes.

Probar que

INE

vc(t)=—§sen4t+ §0052t+ %senZt , O<sts<

extendida con periodo £ dala tnica solucién permanente.
4
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1 2 2 b
Pl ot [——Sin[4t]+—Cos [2t]+—Sin[2t], {t, 0, _}, PIotSter-»{Thick}]
3 3 3 4

0.66
0.65
0.64
0.63
0.62

0.2 0.4 0.6 0.8

Bien entendido, la solucién periédica estd dada por € modelo vc(t) = —% sen4t + g cos2t + g sen2t end

intervalo O<t< % y se repite peri6dicamente con periodo %. Su desarrollo de Fourier es el siguiente.

4coswt
4-w?

A laentrada coswt respondecon , luego alaentrada

v(t) = 1sendt ~ 72_r(l_ 22&021 C:Eiklt)
responde con
2 0o 4 cos8kt
Vel =z (l_ 221 Jone 4k2—1)

Graficamos € modeloy ladécima sumaparcia del desarrollo anterior y vemos que practicamente coinciden.
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1 2 2 2 10 4  Cos [8kt] n
Pl ot [{——Sin[4t]+—Oos [2t]+—Sin[2t], —[1-2
3 3 3 7

i 4-64k2 4k2-1 } {t’o‘ Z}]

0.66
0.65
0.64
0.63
0.62

0.2 0.4 0.6 0.8

Ejercicio
Considereuncircuitoenserie LC con L=1H, C=1F: vc"+vc=Vv().

1 s 0<t<sn

a) Laentrada w(t) = { de periodo 27 esresonantey no hay salida periddica.

-1s nm<t<2n

Probarlo usando el desarrollo de Fourier.

n
) 2 deperiodo 7 (aumentamoslafrcuencia) no es resonante
-1s - <tsn

b) Laentrada w(t) = {

y hay salida periddica. Hallarla con el desarrollo de Fourier y también directamente.

Voltaje alterno a voltaj e constante

Sead voltgealterno V(t) =220 V2 senwt, con w= 2750= 1007, esdecir, 50 Hertz.
Para obtener un voltaje constante, 0 "voltgje continuo", primero se rectifica la onda mediante

semiconductores, obteniendo de esa manera el voltaje 220 V2 senwt y luego sefiltran las
frecuencias no nulas. Para rectificar |a corriente usamos, por gjemplo, € esquema de lafigura
con 4 semiconductores.

wit)

Lacorriente en laresistencia siempre va de arriba hacia abajo, cualquiera sea la polaridad de la fuente.
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Por €ello la caida de potencial en laresistencia es de laforma 220\/?|senwt| .

Usamos €l desarrollo de Fourier

W0 = 220V2 |senowt] =220 2Y2 220 WY2 5y X9CTIOKY 198 07 _ 39614 3y, “EIRTKY

Si filtramos este voltgje para eliminar |as frecuencias no nulas, nos quedara el voltaje constante 198.07 .
Podemos usar un filtro pasa bajo. Por jemplo, un circuito en serie LC con el voltaje V(t) de entrada, y
como salidala caida de potencial v en el capacitor. Laecuacion es

LCv'+v=V(®)

Un voltaje constante no se ve afectado por la bobina.

El voltaje armoénico €' *!, a + 0, tiene por salida permanente H(i o) e'®! = flcz et
- (04

1

Tomando partereal, lasdlidaparalaentrada cosat es oo
— [0

cosat.

1

Sielegimos LC=1 setiene TicAd

~-0.00001 ... ylasalidaes cercanaauna constante

198.07 — 396.14 (—% 0.00001 cos100xt + ) ~198.07 + 0.001cos100rt + ... ~ 198

1

Observemos que si bien €l circuito esinestable con frecuencia natural wg = (L C) 2, aqui estamos
usando frecuencias mucho mayores en las entradas, y €ellas no provocan resonancia.

Un filtro mucho mejor es el formado con tres circuitos L C conectados en escalera, como se
indicaen el esquema siguiente.

L L L
C =
Wit “ T

Laecuacion que verifica el potencia en el capacitor de la derecha es

WCJNRR R CO N R v T VR SRV
LC (Lcy? (LC? Loy ©

S LC=1, lasdidapermanente parael armonico V(t) =¢'“! es
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1
—ab+5a0*-60%+1

fwt

V() =H(iw)e' ! =

Tomando la parte real, lasdlidaparalaentrada V(t) =cosat es

1
V(t)= ———————coswt.
® -ab+5a%-6a+1

Luego, para el primer armonico de laentrada rectificada — w cos100rt, lasdidaes

396.14

- : cos 1007t =~ —1.37 x 10" cos 1007 t
3(~ (100 )%+ 5 (100 7)* — 6 (100 )% + 1)

que es practicamente nula.

Ejemplo 2.5

Introducimos €l voltaje "onda cuadrada’ en un circuito RL deecuacion Li'+ Ri=w(t),
con L=1H, R=10Q. LaseriedeFourier delaentradaes

senm(2k+1)t

VIO = 2 20 =61

. 1 ) . . ot t— t
Latransferenciaes —— ylaentrada senwt= Ime'“! tiene salida Im( ¢ ): o ool

1+iw 1+ w?
Luego la salida permanente alaonda cuadrada v(t) es

o SeNm(2k+1)t—nx(2k+1)cosm (2k+1)t
=0 @2k+1) (1 + 122 k+1)2)

Sin[fr (2k+1)t]-nm(2k+1) Cos[nm (2k +1) t]

4 n
n = 10; PlOt[;Z

, {t, 0, 3x}, PlotPoints -»100]
b (2k +1) l+7r2(2k+1)

A AAAN
SV

Se aprecia que, si bien laentrada es discontinua, la salida es continua.
Buscamos |a salida periédica en formadirecta en un periodo:
vit)=1l+aet , O<t<1
Vo) =-1+bet |, 1<t<2
vi(0) =Vv2(2) , vi(D) =Vva(D)
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vift_]:=1+ae™
V2[t_] i=-1+be™t
Sol ve[{v1[0] ==Vv2[2], v1[1] ==Vv2[1]}, {a, b}]

2e 2 e?
{fam-rooo M
l+e l+e
2e
vift_1:=1- e
l+e
2 e?
V2[t _1:=-1+ et
l+e

vit_1:=1f[0<t <1, vi[t], v2[t]]
Pl ot [v[MdT[t, 2]1, {t, 0, 10}]

AAAAL
AV

En un circuito en serie RL C seintroduce un voltaje en formade pulso de periodo 1 seg

0.

»

0.

N

Ejemplo 2.6

V(t)={lv s -

1 3
vIt_] :=V\hich[0<t <—, 1 —<t«<1, 1, True, O]
4 4
gl =Plot [v[Md[t, 11], {t, -3.5, 2.5}, AspectRatio -> Automatic]

D.8 ¢
0.6 F
D.4 ¢
D.2 ¢

_‘3 _‘2 —‘1 l 2
Calculamos los primeros términos de la serie de Fourier de f(t) mediante el programa Mathematica .

uft_1 :=If[—%<t <%, 1, O]

s = FourierTrigSeries [u[t], t, 5]

1 2Cos[2nt] 2Cos[6nt] 2Cos[l0t]
— + - +

2 s 3 5




Unidad 4-1.nb |27

g2 =Plot [s, {t, -3.5, 2.5}, AspectRatio -» Autonmatic]

NANAR:INAVN

Show[gl, g2]

[NEF e X-")

PaaL=1H, R=2Q, C= % F setienelaecuacion delacaida de potencia en el capacitor vc(t)

1 w, 2 1
§vc +§vc + Ve = V(1)

Lafuncion detransferenciaes H(i w):(—%w2+ giw + 1)

a) Método de Fourier
Hallamos una aproximante de |a respuesta permanente mediante las férmulas provistas por € teorema anterior

s vt =3 . ccel okt entonces Velt) =~ 52 c H(i wk) e @kt

Ahora usamos €l paquete especial  AlgebraRelm' que reconoce parte real y parte imaginariaen nimerosy
ponemos t/:Im[t]=0 parasignificar queel nimero t esread .

<< Al gebra’ Rel m

1
H[z_]:=
12242741
3 3
t /: Im[t] =0;
1 2 , , 2 , ,
w= — +Re[— (HI2wd] @™ + H[-27d] e?™%!) - — (H[6 4] e®™*' +H[-67wd] e®"i!) +
2 7 3

— (H[10 7w d] @74 4 H[-10 7] e-lo"“)] // N7/ Expand // Chop

5

0.5-0.0936036 Cos [6.283191t] +0. 0035731 Cos [18.8496t] - 0.000773244 Cos [31.4159¢t] +
0.0322453 Sin[6.28319t] - 0.000382347 Sin[18.84961t] +0.0000493763 Si n[31. 4159t ]

Graficamos esta funcidn, que es una aproximacion de la respuesta permanente.
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Pl ot [w, {t, O, 7}, PlotRange » {0, 1}1;

b) Resolvemos numéricamente la ecuacion con condicionesiniciale nulas y comparamos con la anterior a
largo plazo. Al principio las condicionesiniciales perturban la respuesta permanente la cual paulatinamente
se va destacando.

Clear [x, t1;
1 3
Vit ] :=V\hich[0<t <=, 1, —<t<1, 1, True, o]
4 4
vit_]1:=v1l[MdI[t, 11]]

1 2
s=NDSoIve[{§x" [t]+§x' [t]+X[t] =V[t], x[0] =0, x' [0] = } X, {t, 0, 10}]

{{Xx > InterpolatingFunction[{{0., 10.}}, <>1}}
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Pl ot [Eval uate[x[t] /. s]1, {t, O, 7}, PlotRange » {0, 1}1;

¢) Buscamos una férmula parala solucion periddica de % ve'' + g Vc'+ Ve = V(1)
Por razones técnicas retrasamos la entrada en % lo cual atrasala salidatambién en %.
Para O<t< % lasolucion esdelaforma vi(t)=1+a; e tcosV2 t+bietsenv2 t

y para %<t<1 lasolucion esdelaforma  vy(t)=a, e tcosV2 t+byetsenv2 t

Cl ear [al, bl, a2, b27;

Vi[t_]:=1+al et 003[«/2_ t]+b1 et Sin[\/Z_ t]
v2[t_]1:=a2 e" Cos[V2 t]+b2 et Sin[V2 t]
NSol ve[
1 1 1 1
{vl[O] = v2[1], v1' [0] =v2' [1], vl[z] VZ[E]' vl [E] = V2 [E]} {al, bil, a2, b2}]

{{al > -0.51635, bl > -0.623198, a2 » -0. 0202794, b2 - 1. 33418}
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Clear [wl, W2, w, t1];
WL[t_]:=1-0.51635 e Oos[«/z t] ~0.62319 et Sin[VZ t]

W2[t_]:=-0.02028 et 005[«/2_ t] +1.3342 et Sin[«/? t]
Wit ] :=|f[0<t < i Wi t], \A/Z[t]]
2

Pl ot [w[Mbd[t, 1]], {t, O, 4}, PlotRange -» {0, 1}];

Ejercicio

Hallar el desarrollo de Fourier de la semiondas senoidales;  v(t) = %(sent+ |sent|)

1
g = Pl ot [— (Sin[t]+Abs[Sin[t]]), {t, O, 8}, PIotSter-»{Thick}]
2

10t
08¢
0.6
0.4
0.2

5 10 15 20 25

1
w = FourierTrigSeries[— (Sinft] +Abs[Sin[t]]), t, 5]
2

1 2Cos[2t] 2Cos[4t] Sin[t]
— - - +

s 37 15 2




Plot [w, {t, 0O, 8w}, PlotStyle » {Thick}]

10r
08¢
0.6
0.4
0.2

Ejercicio
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Desarrollar en serie de Fourier los polinomiostrigonoméricos  py(t) =sen3t cost y  pa(t) = sen?t . cos*t

y graficar.

Sugerencia: usar laidentidad de Euler e'!=cost+isent paraexpresar los polinomiostrigonométricos en

términosde sennt y cosnt.

Ejercicio

Si la entrada a una ecuacion estable es una sinusoide real de frecuencia w : f(t) = acoswt + bsenwt
mostrar que la salida estacionaria es una sinusoide real de la mismafrecuencia.

Aplicacion: destacar una frecuencia.

Sea wg > 0 unafrecuencia que nosinteresa destacar en las funciones periddicas f(t) .
Elegimosun nimero € > 0 pequefio. Lafuncién

C(2) = (Z+€+1wp) (Z+€—1iwg) = (Z+ €)% + wy?

es un polinomio estable y esla funcién caracteristica de un circuito en serie RLC en €l cua
L=1H R=2e¢Q y C=(&+wd)"

Su funcion de transferencia H(z) = % tiene sus dos poloscercade + wyq , Yy por lo tanto destaca las

frecuencias cercanas aesasy vareduciendo cada vez més alas que estan lgjos de ellas. Aqui no tenemos
en cuenta el cambio de fase en cada arménico.

1

Por gemplo, para wo =20, €=0.2, graficamos | H(i w)|:‘m .
w+ 0.2+
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Pl ot [Abs[ ] {w, -30, 30}, PlotRange —»AII]

(L w+0.2)2+20?

0121

0101
0.08¢

0.06

0.041

0.02}

-30

Ejercicio
Filtrar con este circuito lafuncion pulso v(t) del gemplo anterior y graficar € resultado.

Voltajetrifasico

Son tres voltajes arménicos desfasados en 120°:
cost, cos(t— 2—”) cos(t - 4—”)
! 3 ! 3

Prot [foos i, cost - 7], cosfi - ]} e, 0, am]

a) Lasumade lostres es cero.

2 .
En efecto, sea w=@§”'=—%+gi raiz cibicade launidad; esclaroque 1+ w+w?=0 vy

cost=Re(e'!), cos(t - 2?") =Re(w?e'Y), cos(t - 4?”) =Re(we')

Luego  cost + cos(t- 2?”) + cogt— %"):Re[e“(1+w2+w)]:0

b) Laresta de los dos primeros es

2 2 2
cost — cos(t— ?”)=cost — cost cos?” —sent sen ?”

3 V3 bd
= Jcost— —-sent= \/gcos(t+ g)

Es un adelanto de la onda coseno en %s 30° y una amplificacion de laamplitud en V3.
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Pl ot [{COS[t], Cos[t]—Cos[t -Z—N]} {t, o, 67r}]

¢) Lasumade los dos primeros es

2 2 2 1 3
cost + cos(t— ?”):cost + costcos?’r +sentsen?": 5 Cost + gsent:cos(t— %)

Es un atraso de laonda coseno en g =60° conlamismaamplitud.
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Pl ot [{COS[t], COS[t]+Cos[t -Z—N]} {t, o, 67r}]

N ML
:i’:iW RV

CONVOLUCION CIRCULAR

Sean Xx(t) e y(t) dosfunciones seccionamente continuasy de periodo p.
Se define laconvolucién cir cular mediante

x®Y) ()= [Px(1) yt-1)dT

Observemos que lafuncionder: z(t) = x(r) y(t— 1) tiene periodo p Y, por un lemaprevio,
laintegral se puede hacer en cuaquier intervalo de longitud p :

x®y) () = [Px@) yt-1)dr=[""x0) yt-1)dr
1. Laconvolucion circular x ® y tiene periodo p pues
X@Y) (t+p) = [P0 yt+p-1dr=["X0) yt-1)dT= (X®Y) (1)
2. Es conmutativa pues, haciendo el cambio devariables t—7=pu, setiene
x®Y) ()= [x(@)yt-ndr=["Pxt-pywd-p
= [ywxt-wdu= ywxt-wdu=(y®xn®

Ejemplo 1

Sean gn(t) =€ "t deperiodo 2.
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0 n¥+m

—_ (27 jint Limt-1) g _ Himt (27 i(n-m) _
(gn®gm)(t)—L "M dr=¢ e Tdr—{zﬂ nem

Ejemplo 2

Lafuncion g(t) =|sent| tieneperiodon . Caculamos (g®Q)(t) para O<t<mx.

(@®9) () = [lsent||sen(t - 7)|d7 = [Tsent |sen(t - 7)|d T

= ﬁsen‘r Sen(t—T)d‘r—fsenT Sen(t—‘r)d‘r=%(7r—t)cost+sent

Esta expresion es el modelo de la convolucién circular, vélido en el periodo O<t<n ..
Resulta una funcion con derivada continua.

t 7T
jSin[t] Sin[t —t]dt—JSin[t] Sin[t -ctldc//Sinplify
0 t

1
5 (mr-2t)Cos[t] +Sin[t]



36| Unidad 4-1.nb

1
frt_1:= 5 (r-2t) Cos[t]+Sin[t]

Plot [f [Mod[t, w]], {t, O, 4x}]

15
14
13
12
11

2 4 6 8 10 12

Si x(t) e y(t) son seccionalmente continuas, la convolucion circular es continua.

Més aln, como ocurre con la convolucién comin, mejorala regularidad que ambas funciones.
Esto queda avalado por el siguiente resultado, que muestra que la serie de Fourier de la convolucién
tiene coeficientes que tienden a cero mas rgpido que los de ambas funciones.

Teorema

Si los coeficientes de Fourier de x(t) e y(t) son {x} Yy {Yk} respectivamente, entonceslosde
X®Y son {pX Yl -

Demostracion

Calculamos | os coeficientes de Fourier de la convolucion circular.

2rki 2rki
s Boey© e 7 at=1 P Pxoyt-ndn) ¢ 0 at
2rki .

= %LPX(T) (pr(t—r) e_Ttdt)de %pr(‘r) (f_'f’y(S) €_T(S+T)ds) de

2rki 2nki 2rki
—r —s

= %LPX(T) e v (LS_TV(S) e d/S) dr=p %(pr(r) E_TTCIT) % (pr(s) B_Tsd's)

gue eslatesis. Hemos usado que

27ki 27ki
—S

[Py e * Tds= [Pyee * ds

pues €l integrando es de periodo p.

Para calcular unaconvolucién circular x ® y enunvaor t, 0<t< p, dibujamoslasfunciones
X(t) y y(t—71) paa 7 enel periodo O<t<p, multiplicamos Xx(t) y(t — 1) eintegramos.

Naturalmente, como en el caso de una convolucién comun, pueden haber instancias de célculo diferentes

ad mover t desde O a p.

Ejemplo 3

1 s O<t<?
Sean x(t)=t, O<t<1, deperiodol e y(t)={ 1 de periodo 1
0 s =<t<1
2

g.ed.
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1
y[t_]::lf[0<t <o 1, 0]

gl =Plot [Md[t, 1], {t, -2, 3}, AspectRatio -» Autonatic, PlotStyle -» {Thick}];
g2 =Plot [y[Md[t, 17], {t, -1.5, 3}, AspectRatio -» Automatic, PlotStyle » {Thick}];
G aphicsGid[{{gl, g2}}]

A7/ JHIUL

a) Calculamos la convolucion circular.

Graficamos X(t) , y(t—1) entodo un periodo, primeropara 0<t< % y luego para % <t<1.

prot [{ware, 11, y[wa[ > e 1]]}. te 0, 1]

10— ——

J Z«fi PN NI

0.2 0.4 06 0.8 1.0

1
tdl1:+j ,tdc // Sinplify

t+—
2

s

(3-41)

©| -

proc [{wate. 11, y[wa[2 e 1]} e 0 1]

10t
08F
06F
04F
02Ff

02 04 06 08 10

tdz // Sinmplify

.~
R
|
NI

(-1+41)

| -

para 0<t<%
Luego 2= (x®Y) (1) = { Ly
para 5 <t<

1 t 3 t 1
Z[t_]:=If0<t<—,-—+_,___]
2 2 8 2 8

g3 =Plot [z[Md[t, 1]], {t, -2, 3}, AspectRatio -» Automatic]

-2

b) Comprobamoslarelacion entre los coeficientes de Fourier.
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1
Xk =Jt e 27kt qt s/ Sinplify
o

e2ikn (—1+e2“‘”—2ik7r)

4 k2 52

1
Yi = IZ e 27kt gt 7/ Sinplify
0

]l—j_e’jlkﬂ
2k
(t 3 , 1t 1 _ o
zk=j (__+_ e 27ikt gt +ﬁ [—-_ e27ikt @t s/ Sinplify
ol 2 8 ;\2 8

e2ikn (2—4eﬁk”+3ik7r+e2“” (2—3]ik7r)>

16 k2 2

Luego Xc= 570 k=5 (1= (DY), &= 55 (1D = Z=x¥%.

Ejemplo 4

1§ 0<t<=2
Sea y(t):{ L 2 deperiodol. Calculamos y(t) ® | sennt| que seraderivable.
0 s =-<t<1
2

Para O<t<% es (x®x)(t):£|sen7rrldr+ﬁg|sennr|d7:%(Z—COSnt—sennt)
2

Para %<t<1 es (x®x)(t):ﬁ3|sen7rr|d’7:%(—cos;rt+sen7rt)
2
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1 1 1
frt ] :=|f[0<t <o —(2-Cos[nt]-Sin[rt]), —(-Cos[7rt]+Sin[7rt])]
T T

Pl ot [f [Mod[t, 171, {t, -0, 2}, AspectRatio » Automatic]

4!

40
3!
K
2!

oooo0o
aogioo

05 1.0 15 2.0

Ejercicio
Sea X(t)=t para O<t<1 deperiodo 1. Calculary graficar X®X.

Rta. Es continua, de periodo 1 con modelo —%tz + %t+ % en O<t<l1

Ejercicio
t O<t< %
Sean X(t) de periodo 1 con modelo 1 , € Yyt)=x'(t) de periodol.
1-t =<t<1l
2
212 -t O<t<:
a) Comprobar que x® Yy esde periodo 1 con modelo 1 , Y tiene derivada continua.
-1+3t-2t2 5<t<1

b) Verificar larelacion multiplicativa de los coeficientes de Fourier.

Ejercicio
1 s 0<t<;
a) Sea y(t):{ 1 deperiodo1l. Calculary graficar y®y

0 s E<t<1

1ls 0<t<%
b) Sea v(t):{ deperiodol. Caculary graficar vy y vQV.

-1 s %<t<1

¢) Sean n, m enteros. Probar que sen(2nxt) y cos2mant) de periodo 1 tienen convolucion circular O.

Ejercicio

Sean X(t) e y(t) deperiodo p . Probar que:

a) s ambas son pares 0 ambasimpares, entonces x® y espar;
b) si unaes par y laotraesimpar, entonces Xx® y esimpar.

Ejercicio
Si x(t) tieneperiodo p probar que X(t) = x(-t) también.

Deconvolucion circular
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Si laecuacion x(t)®c(t) = d(t) tiene solucion, entonces los coeficientes de Fourier verifican  p Xk ¢k = dx.

L uego, una condicién necesaria para que la ecuacion tengasolucion, esque: ¢,=0 = d¢=0.

Si se cumple esta condicién, se tienen dos casos.

Caso1.Si ¢+ 0 paratodo k, entonces habréa solucion tnica con |os coeficientes de Fourier dados por p X = di ¢ 2.

Caso 2. Paraalgin k setiene ¢, =dy =0, entonces hay infinitas soluciones cuyos coeficientes son:
paa ¢ #0: px=dcc typaa ¢ =0 setoma x, cuaquiera

En cada caso habra que estudiar la convergencia de la serie de Fourier formal resultante.

Ejemplo 1

1ls O<t<%
Sea x(t)®c(t)= sen2xt donde c(t) xtiene periodo 1y modelo { 1
0 s =<t<1

2

i : . i .
- —— s k esimpar F-d k==x1 .
L os coeficientes son ck={ kx . , dk={+ 2 * , Y son compatibles.
0 s k espar 0s kx+1
L uego debe ser
i n n i T :
X=-3 o2 X1=3 753 y Xok+1=0s k=0, -1

Loscoeficientes pares  xox  Son arbitrarios, siempre que la serie resultante sea convergente.
Tomando X, =0 queda x(t) = 72_r (et + e~ 2" = cos2nt.

Comprobamos que es una solucién calculando la convolucidon x(t)®c(t) enlasdosinstancias: 0<t< % y % <t<1.

1
crt ] :=|f[0<t <o 1, 0]
(ot [{rooszxt1, c[wwal -t 1]} . 0. 1],

prot [{rcostznty, o[wa[2-t. 1]]}. @, 0, 1]}

3

{i% N A

_1E 02\ 04 06 /08 10 _4 02\ 04 06 /08

-2
-3

t 1
Jﬂ'&)S[Zﬂ't] dlt+J 17rOOS[27r'l:] dzt
0

t+—
2

Sin[2rt]
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t

j mCos[2nt]dt
=
2

Sin[2nt]

Ejemplo 2

Sea x(t)®c(t)=sen2xt con c(t)=1 consideradacon periodo 1.
Setiene cg=1, k=0 s k=0. Nosoncompatiblesy no hay solucion.

Ejemplo 3

-1<t<0 1+t -1<t<0
{ ,d'(@®) =c).

s H 1
Sean c(t) y d(t) deperiodo2 y modelosrespectivos {_1 O<t<1 1-t O<t<1

a) Consideramoslaecuacion x(t) ® c(t) = d(t).
L os coeficientes son

k=0 Y Gz 25 o=, O=0s k%0

2i
c =2 ,
@k+D) = Gk n (2k+12 22

gue son incompatibles, pues co =0 pero dy + 0.

b) Encambiolaecuacion x(t)®c(t) = d(t) — % es compatible, puesahora dg =0, y como losotros

coeficientes no cambian, hay compatibilidad. Hay infinitas soluciones.

1 Goysr —i . 1
Ponemos X2k+1—5m—m , k=0 s k=#0 yobtenemos x(t)_—Zc(t).

Comprobamos que es una solucion.
Paa -1<t<0:

crt_1:=1f[0<t <1, -1, 1]

o [forn -2 o[wal-2 -t 2] ]} @, -1 1]

4]:&,
0.5¢
10 051 o5 10
-05}
-1.0
t 1 1 t+1 ] 1 1
J‘—dlt—‘rj—dlt+J- _dt_J —dc //Sinplify
-14 t 4 o 4 t+14
1
—+t
2

Para O<t<1
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crt_1:=1f[0<t <1, -1, 1]

o [forn -~ o[wal -t 2]]} @ -1 1]

-10] —05 7 Los 10

t-11 1 1 11 ) )
—J —d11:+J~O —dlt—f—dlt+j—dlt//$ln'p||fy
-1 4 t-14 o 4 t 4



