TRANSFORMADA DE FOURIER
Motivacion y g emplos.

Los coeficientes de Fourier de una funcion periddica analizan su contenido arménico, y con esta informacion,
selasintetizaatravés de la serie de Fourier.
Queremos encontrar un método similar para funciones no periédicas.

Sea f(t) unafuncién cualquiera. Procedemos de manera euristica para encontrar tal método.
Elegimosun nimero T grande, y consideramoslarestriccion de f a intervalo simétrico [-T/2, T/2] de

longitud T, y la extendemos en forma periddica con periodo T. Esta funcién periddicatiene coeficientes y serie
de Fourier dados por expresiones conocidasy coincide con f(t) en eseintervalo. Haremos T —» +co  en esas

expresiones buscando un resultado viable.

Sea wn = (27 n)/T , multiplo de lafrecuencia fundamental (27)/T,y Awn = wni1 —wn=2n)/T.

Enelintervalo 1t1 < % se reconstruye la funcién mediante la serie de Fourier

. 27n I . 27n . 27n
fO ~ S oene 7 =5 %fjf(r)e"T’dr]e'?t
2
T ) )
= %Z‘;":_m (fZTf(T)e"“‘"TdT)e"”"tAwn
T2

Si hacemos T — oo, esperamos recuperar toda lafuncién f(t) como sumade armonicos,, y paraello
tratamos de entender a qué se podria acercar la expresion anterior.

Aventuramos que laintegral dentro del paréntesis se aproximaa f (wp) = f; f(r)enTdr.

Por otro lado, observamosque, cuando T — oo setiene Aw, — 0,y laserie anterior se asemeja, grosso
modo, a una sumade Riemann para el calculo de laintegral de f(we'“ locua dejalaposibleigualdad

f(t) = if_“; fw) e“tdw

El lado derecho es nuestra candidato para reemplazar la serie de Fourier y estudiaremos bajo qué condiciones
laigualdad es cierta. A diferenciadel caso periddico, notamos que, en principio se necesitan todas las
frecuencias w parareconstruir lafuncion f. Paracadafrecuencia w aparece una"densidad” de intensidad:

]?(w) = f_o;f(T)e_i“”dT

que sellama Transformadade Fourier de f(t).y el arménico correspondiente, necesario para sintetizar

f(t), serfa (2m)~t f (w)e'“'Aw con Aw pequefio. y se entrevé laférmulade inversion
f(t) = if‘; f(w) éeldw

que sintetizaria f como "suma' de densos armaénicos.
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Para que existala Transformada de Fourier es suficiente que f(t) sea seccionalmente continuay
absolutamente integrable.
Como veremos en los gjemplos que siguen, latransformada f () puede no ser absolutamenteintegrable,

pero demostraremos, en € proximo paragrafo, que se puede establecer una formulade inversion usando el
"valor principal”:

f) = liMysie %m fw) é“tdw= pv > fw d“ldw
enlospuntos t enque f seaderivable.

Antes de pasar alos g emplos cal cularemos dos integrales muy Utiles en esta unidad.

Teorema
: sent ..
a) Laintegral j_‘” —dt convergecondicionamentea = .

ot
b) Laintegral g%f’mdt converge absolutamentea 7 ( 1hi—1ar)

Demostracion
a1) Lafuncion SE”Tt no es absolutamente integrable en toda la recta pues

1
(k+1) 7

7|5 a2 2

sent
et 5,

y, Como esta serie armonica diverge, laintegral | | Se"Tt |dt también divergea + oo .
También podemos aproximar numéricamente laintegral y observar que crece més ala de todo valor.

Tabl e[2 JklOAbs[Sin[t]]dt 1IN k1, 4]
0 t

{5. 11749, 6.02575, 6.55988, 6.93276}

a,) Laintegral f; Se”Tt dt esconvergente pues, integrando por partes, setiene

M sent 1 sent M sent M sent cosM M cost
TdtZLTdt-i_ h Td/t: h Tdt+c051———£ t_zdt

y laUltimaintegral es absolutamente convergentey por lo tanto es covergente.

ag) Usando €l teorema de Cauchy de variable compleja cal cularemos su valor.

Lafuncién izz esanditicaenlaregion QO r={z:r< 1z1 <R, Im(2>0} v,
por el teoremade Cachy, laintegral alo largo del borde es cero: fan ] izz dz=0.

El borde 9 r, que lo recorremos en sentido positivo, constade 4 tramos:

Cr={Re'?:0<0<n}, [-R -r] , C={re”'% 0<b6<x}, [, R]
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Luego
ell ~ ez ez
_dt"’erTdt"’fcRT‘lz_L,TdZ:O
Calculamoslaintegral alolargodelos 4 tramosy hacemosque r- 0y R— oo .
t et it . sent
dt+erTdt:Ism<R Tdt: ZIJrRTdt
. et et )
||mr—>0[£_R:Tdt+erTdt]=2|L Ser—ndt_ RsenTtdt
Ademés
|Rcos€ Rsend

—d —\K - 'Rfei"dé‘sf@‘“‘m"cﬂe

Gréficando lafuncion positiva e R%"? | seve que el &rea bajo la curva se hace cada vez méas pequefia
cuando R crece. Lagraficamospara R=4, 10, 100.
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g[R_]:=Plot [eRS"] (g, 0, n}, PlotStyle » {Thick}]
GraphicsGid[{{g[4], g[10], g[100]}}]

1.0
0.15 35x 1072
0.8 3.x10°12
0.10 25x10
06 2.x10-12
04 15x 10"
0.05 1.x10°%2
0.2 5.x 10713

05 10 15 20 25 30 05 10 15 20 25 30

05 1.0 1.5 20 25 30

Lo probaremos.
Observemosque, s 0<6 < % , por convexidad de lafuncién send, resulta ? < sené.

Luego
‘LR%ZJZ < e R="’de ZZﬁEB"Rse”Q de < ZﬁgéRzﬂi a6 =% (1-¢®)
liMR o LRi;dz:o
Ademas
fcrizz‘lzzfc,%d“ ko@dz=in+ [ 9@dz

donde g(2 = WT_l es continua, por lo tanto acotada en un entorno del origen |g(2)| <M,

|fcrg(z)dz| <Mnar = Iimrqokrg(z)dz=0

Luego

0=lima. limo ([R5 dt+ [Fat+ [ < az- [ < a2

. . sent e .
= Ilmgw,(Zl Tdt+LR7dz—m)
Por lo tanto vemos que €l limite IimR_m,LRS“%tclt vale g

b) Lasegundaintegral claramente converge absolutamente.

Podemos suponer que a>0 y b> 0. Utilizamoslamismaregion que para el calculo anterior.
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iaz_ t‘i bz
Z
teorema de Cauchy

Lafuncion es andlitica, salvo un polo simple en €l origen, y por lo tanto por el

elazielbz
0= fo0,, —5 42

iat ib iaz ibz

= [1¢ t_e aZt+jR dt+fC —¢ L{E ;f dz

La primeray segundaintegral suman, cuando r - 0 y R— oo, laintegral que nosinteresa

cosat—cosht
jw - 2 dt.
o t

Como a>0y b>0, laterceraintegral tiende acero cuando R- oo puesél integrando esta
acotado por é . Parala cuartaintegral, desarrollando en Taylor el numerador del integrando,

obtenemos

iaz_ fibz

d’z:Lrla 'Y dz + k9@dz=n@-b+ [ g@dz

X

con g(2 continuaen un entorno del origen, y por lo tanto acotada, y entonces

Iim,qofcg(z)clz=0 Por lo tanto Iim,_>0fC ¢ ;f'bzclz=7r(a—b).

g.ed.

Ejercicio

Probar que: j“’se”atait (@) = {ﬂ §a>0
que- o0 =7 -r s a<0

Ejemplo 1.1

Analizamos en detalle el egemplo del escalén unitario ssimétrico y finito: f(t) = ]‘[[_3 1] ®
2'2
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T[t_1:=1f[-0.5<t <0.5, 1, 0]
Plot [T[t], {t, -2, 2}, AspectRatio - Autonmmatic]

Latransformada de Fourier es

1 w
f=["fmeiotdt = [% eiotdt= =)

NG

2

y su gréficaes:

Sin[2
Plot[ m[z], (v, -8, 8}, PlotRange ->A||]

2

Veamos que vale laférmulade inversion:

I(t) = |imMﬁ+m% m%wtdw: %fj;%f) cos(wt) dw
Por trigonometria
sen(%) cosw t) = i{s;ena)(3+t) + senw(i—t)}
2 2 2 2

y por ello usando el teorema anterior

senm(%+t)+senw(%—t)

I(t) = ij_";

1 1 1
” do = {nsg(z+t)+7sg(; - 1)} = f(®)

Veamos en forma gréfica como laférmuladeinversion, en el sentido del valor principal, aproximaalafuncién
mediante suma de armonicos de frecuenciasentre -M y M amedidaque M crece.

Usamoslafuncién seno-integral: seni (t) = jg ¥ dt queestdincorporadaa programa Mathematica.

1 M Senw(%+t)+senw(%—t)d 1 Msenw(%H)ernw(%—t)d 1 iM 1 t i M 1 t
27 - T w=zh 5, @= 5 (MG 1)+ sniM(z - 1]
2 2

Tomamos M =10, 30, 50



1 1 1
hin_, t_1:=— (Si nl nt egr al [n (—+t]] + Sinlntegral [n [—-t]]]
2 2

7T

n=10; gl =Plot [h[n, t], {t, -2, 2}, PlotStyle -» {Thick}];
n=30; g2=Plot[h[n, t], {t, -2, 2}, PlotStyle -» {Thick}];
n=>50; g3=Plot[h[n, t], {t, -2, 2}, PlotStyle -» {Thick}];

Graphi csGid[{{gl, g2, g3}}]
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Ejemplo 1.2

1-1tr, 1t =1

Hallamos la transformada de Fourier del tridngulo A(t)={ 0. it =1

T[t_]:= Wich[-1<t <0, 1+t, O<t <1, 1-t, True, 07;
Plot [T[t], {t, -2, 2}, AspectRatio - Automatic, PlotStyle -» {Thick}]

A~ _ w 2 .
Latransformadade Fourier de A(t) es  A(w) = 222959 _ (Se"( /2)) :smcz(%)

w? w/2
Esta transformada es par y absolutamente integrable.
Aproximamos arménicamente A(t) con laférmulade inversion. Usando la paridad, ver gercicio, queda

1 M 2 (1-cosw)

A = limy e 7= Lu —— coswtdw
W'

Ejercicio
Demuestre esta formula de inversion utilizando laigual dad trigonométrica

2(1-cos coswt—cosw (1+t coswt—cosw (1-t
207080 pogqt = LI B0 D), stz 0w D)
w

w w

y laférmula obtenida en el teorema anterior.

Ejemplo 1.3

Consideremosladerivada A'(t) que esunafunciénrea impar y discontinua.
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frt_1:=Wich[-1<t <0, 1, 0<t <1, -1, True, 0]
Plot [f[t], {t, -2, 2}, AspectRatio -» Autonmatic, PlotStyle -» {Thick}]

05
-2 -1 2
-05
-10
. . ' . 1-cosw L1 2 (W . . . .
La transformadade Fourier deladerivada A'(t) es 2i ——— =2i = sen (E) gue esimaginariapura e impar.
Podemos comprobar laformula de inversion
, T 1 M ,5. 1-cosw jut T 1 M 1-cosw
A =limyse ZI—MZ' — e dw= Ilm,\,,%o—;r w0 — Senwtdw

En efecto, escribiendo  2cosw sen wt=senw (t+1)+senw(t—-1) setiene

1 1- cosw

I E gnotde = -2 {xsgt - 5 [

7 J—oo

senw(t+1)+sen w(t-1)
» d a)}

= —{s90 - 3lso(t+ 1) + syt - D))
que es justamente lafuncion A'(t) .

Graficamos la aproximacion arménica para frecuencias en €l intervalo  —10 < w < 10 , luego para

-30<w=<30 yfinamentepara -50 < w < 50 . Observamos cémo las frecuencias mas altas contribuyen a

mejorar la aproximacion. Se observa ademas el [lamado "fendmeno de Gibbs": en las proximidades de un salto la gréfica
sobresale, auno y otro lado, en aproximadamente un 9% del salto.
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2 1
hin_, t _1:=-—|Sinlntegral [n (t)] - — (
g 2
Sinintegral [n (t +1)] +Sinlintegral [n (t -1)1)
gl =Plot [h[10, t], {t, -2, 2}, PlotStyle » {Thick}];
g2 =Plot [h[30, t], {t, -2, 2}, PlotStyle » {Thick}];
g3 =Plot [h[50, t], {t, -2, 2}, PlotStyle » {Thick}];

G aphicsGid[{{gl, 92, g3}}]

0.5) 0.5

-2 -1 2 -2 -1
-05 -05
-1.0 -1.0

Ejemplo 1.4

Lafuncién f(t)= se”—tt tiene transformada de Fourier

—iw 1 1+ w 1-w n
[t tdt:j_zsenTtCOSwtdtzzf;sw( * ”tse““ Ldt=2[sg(1+ w) + YL - w)] =7 [[11(w)

Antitransformando y aproximando laintegral por una suma de Riemann queda
sent 1 1 k
== feos(wtydt~ - Z{oncos(H t)

gue muestra una aproximacion arménica que usa las frecuencias E , 0= k<n.

Para n— oo seusaunacantidad densade frecuenciasentre 0 y 1.
Graficamos esta aproximacion para n=10, 30, 50.
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Sinft] 12 k
gl = Pl ot [{ , — Y cos _t]}, {t, -20, 20}, PlotRange » Al |, PIotSter-»{Thick}];
t 10 10
k=0
Sin[t] 1 29 k
g2 = Pl ot [{ , —Z(Jos[—t]}, (t, -20, 20}, PlotRange » Al |, PIotSter-»{Thick}];
t 30 30
k=0
Sin[t] 1 4
gB:PIot[{ ; ,EkOOos

GraphicsGid[{{gl, 92, g3}}]

Ejemplo 1.5
Lafuncion e(t) =[] (t) tiene transformada de Fourier

1-¢ 1@ senw . 1-cosw

Bw)y=—"—"—=—-i

lw w w

La parte imaginariano es integrable en toda la recta pues para cada natural n setiene

n+1 1- 1 n+1 1

(n+hx 1-cosw w= ——— (+)”(l—COSa))du)=—

nn w (n+1rx Jnn n+1
nr 1-cosw

. . 1
y entonces  limy., . |, dw = 1My Yoo =+0 .

0

Por €llo, en principio, es preciso usar el valor principal en laférmulade inversion.
Usando el método de |os ejempl os anteriores obtenemospara t+0, 1:

. 1 M l-e' iyt T (i M cosw t—cosw(t—1) 1 M sen wt-senw(t-1) )
M ySe s lwToe do=limy,e > f—M—iw dow + > f_M —Y dw
_ i sen w t—senw(t—1) _ 1 _ _ _
= S [LET 2 dw= S (sgih - sgt - 1) = e

Observe que la primeraintegral en € paréntesis se anula pues se integra en un intervalo simétrico una funcién impar.

Para t= 0y t=1mostrar queel limitees %
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Ejemplo 1.6

Lafuncion e*'u(t) , @ >0 tienetransformada [ =" u(t) e"wtdt—ﬁe‘(‘”' o)t gt =

atiw

Comprobamoslaférmulade inversion usando el teorema de |os residuos.

Para t > 0 consideremos como region el semicirculo superior Qg* = {z: X+iy: ¥+y?’<R, y> 0} que contiene
el polo i @ Yy cuyo borde constade lasemicircunferencia Cr* = {z: X+iy: X¥+y?°=R y> O} y e segmento [-R, R]

Por lo tanto
= dz=2nri Resz_la[ e ]:27re““

LS)R a+iz a+iz

0

., . . . . izt
Valelaacotacion || = | **¥V!| <e7Y'<1 ysedemuestracomoen el teoremaque I|mR_,m£ +hdz
R

t
— dw=2ne *" paa t>0 .
a+tlw

yporlotanto [

Para t <0 consideremos como region el semicirculo inferior Qr™ = {z: X+iy: X¥+y?°<R y< O} que no contiene
polosy cuyo borde consta de la semicircunferencia Cg~ = {z= X+iy: ¥+y?=R, y< 0} y e segmento [-R, R]

recorrido en sentido negativo. Como no hay polos faa - clz 0.

Valelaacotacion |@"’“|— | IVt <Vl ysedemuestracomoenelteoremaque IlmR%oL +IZdz:O

yporlotanto [ " dw=0 paa t>0.

a+iw

Resumiendo
1 &" wt

2n J-oo a+iw

dw=e*tu)

Ejercicio

ts 1t <1

. comprobar laférmulade inversion.
0s 1t >1 y P

Cadlcular latransformada de Fourier de la funcion {

Ejercicio

1- cost

a) Mostrar que latransformada de Fourier de es —misg(w) -1 (w)

b) Comprobar laférmulade inversion.
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Ejercicio

Calcular latransformadade e tu(-t) , >0 y comprobar laférmuladeinversion.

Propiedades de paridad
Con hipétesis adecuadas sobre |as funciones recordamos que

a) Si f(t) espar entoncesladerivada f'(t) esimpar.

b) Si f(t) esimpar entoncesladerivada f'(t) espar.

¢S f(t) y g(t) sonambas pares 0 ambasimparesentonces fxg espar.
d S f(t) espary g(t) esimpar entonces fxg esimpar.

1. Si f(t) esunafuncion real par entonces
flw =TT et @dt= [T fHcoswtdt+i [~ f)senwtdt= [ f()cos wt dt
por lo tanto
f(-w) = [Z f() cos(-w) tdt= [~ f(t)cosat dt= f(w)

luego latransformada esreal par.

=(3)
()

Por giemplo l‘j{i 3] (t) esreal pary sutransformada esrea par.

2. S f(t) esunafuncionreal impar entonces

fw = [T 1 etdt= [Tt coswtdi+i [Z f)snwtdt=i [~ f()senwtdt
por lo tanto
fcw) =i [T fMsen(-w)tdt=—i [~ fO senwtdt=- f(w)

luego la transformada es imaginaria pura e impar.
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1-cosw

Por geemplo  A'(t) esrea impary sutransformadaes 2i — gue esimaginariapura e impar.

TRANSFORMADA DE FOURIER Y FORMULA DE INVERSION

En esta seccién demostraremos la férmula de inversion.

Teorema l
Sea f(t) unafuncién seccionalmente continuay absolutamente integrable en toda la recta.

a) Tiene transformada de Fourier
F(f) () = fw = [Z fheietat

b) Latransformada f (w) esunafuncion continuade w Yy acotada | f (w)1 < f:o L f@) 1 dt.

Demostracion

aComo 1f()e@li=1f(t)1 entonces f(t)e ! esabsolutamenteintegrable.

b) Veamos que f (w) escontinuaen wy .
Fijamos una cantidad pequefia € > 0 y separamos laintegral en dos

fw) - fwo) = [Z () [e7 = e ot] dt
= [Rtm[elet-eleotat + [ f®[e 1@t et at
Parala segundaintegral setiene laacotacién
| [iorfO et —eTeot]at| <2 [ 1 ft)iat

gue esmenor que € apartir deun Ry por ser f absolutamente integrable. Esto vale cualquierasea w .
Para analizar la primeraintegral tenemos

|€—iwt — e iwot | — |e—iwt(1_ ei(w—wo)t) | — | 1 — pllw-wot | — \/2[1—005(0)—&)0)1:] < 1(w-wo)t
Ladesigualdad anterior resulta de la desigualdad elemental 2 (1 — cosx) < x> . Luego

|f_R§0f(t)[e‘i“‘t—e"i“’0t]dt| < lw—wol f_RSO Hf i itidt=K1w—wg

que esmenor que € S seelige w cercade wp: 1Tw—wp! <E .
Luego |f(w)—f(wo)| <2€ S 1w—-wyl <E.

g.ed.
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Si lafuncion no es absolutamente integrable puede aln tener transformada de Fourier pero no necesariamente
sera continua.

Ejemplol f(t)= Se"Tt es integrable pero no es absolutamente integrable y su transformada no es continua

f=[? = eiotat= [T E coswtdt= 5 [T SEDEIE gro g, 4 (w)

Ejemplo 2 f(t):tzt+l no es integrable pues IimMHwLMidt:IimM%wlog M24+1 =co pero

tiene transformada de Fourier que cal culamos por residuos como en gjempl os anteriores:

para w<0: f(w):f_z#e"i“tdt=2ni Reszzi(ﬁe"i“’z)= ine?
para w>0: f(m):fzﬂie’i”tdt:—Zﬂi R%Z:,i(ée’i‘”z):—iﬂe""

y no es continua en el origen.

Los coeficientes de Fourier ¢, de una funcion periddica tienden a 0. Dicho en palabras, a medida que la frecuencia

aumenta,
laimportancia del armonico correspondiente en la sintesis de la funcion disminuye. Esto es cierto también para funciones no
periddicas, es un ingrediente basico para demostrar la formula de inversion y lo enunciamos en el teorema siguiente.

Teorema 2 Propiedad de Riemann-Lebesgue
a) Sea f(t) seccionalmente continuaen un intervalofinito [a, b] . Entonces

lim, e [P O e9dt= Iimw_)im(j:f(t) coswtdt+ i [Pf () Senwtdt):o

b) Sea f(t) seccionalmente continuay absolutamente integrable en R . Entonces

liMy s flw)=0

Demostracién

Motivacion

Laideaesque al aumentar lafrecuencia w lasenoidal senwt oscilamas répidoy entoncesfunciéon f (1) senwt
aterna el signo muy rgpido. A medidaque w crecelaséreasvecinasde f(t)senwt son cadavez més parecidasy signo

contrario
y susumaescas cero. Enél limitepara w —» o seanula
Por gjemplo, sea f(t)=t(5-1t) , O<t<b ygraficamos f(t)sen5t queestaentre —f(t) y f(t).
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Plot [{t (5-t), t (5-t)Sin[l0t], -t (5-t)}, {t, 0, 5}, PlotStyle » {Thick}]

6f

a) Parano entrar en detalles muy técnicos hacemos la demostracion para f(t) continuay con derivada continua.

Sea |f(h)| <M y |f'(t)| <M .Integrando por partes:

fwt
-iw

ff(t)fz“”‘dh[f(t)(f )] :+ %j:f'(t)e‘i‘”tdtzi;[f(b)e—iwb_ f(a)e—ma]Jr%ff-(t)e_iwtdt

2M

lwl

Para el corchete setiene la acotacion | Ui—)[f(b) elwb_ f(a) e‘i‘“a” <

M (b-a)
Twi

y paralaintegral ‘%ff ‘(t)e*i‘“tdt| <
y sevequeambostiendena 0 para w — +oo. Hemos demostrado en este caso que
lim, . [f® e tdt=0

b) Sea f(t) seccionalmente continuay absolutamente integrable en todalarecta.
Para un nimero pequefio € >0 existe Ry tal que

|fltl>Rf(t)e‘i“tdt| SIU;R L) 1dt<e
s R=Ry ycuaquieraseaw Por otrolado, usando laparte @), existe wq tal que
|fj§0 fhe@ldt| <e para 1wi = 1wy
Porlotanto, S w1 = 1wg!
| [ tmeretat] < | [ g fOeetat|+ | [ o fhel“tdt] <2¢

g.ed.
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Ejemplo
Hemos visto que

_ sn(3) _[(sen(w/2)\2
T(q,zgj(t))(w)— =y FAWD) (@) = (T2

2’2

Ambas son continuas y verifican lim,_,.., f(w) =0.

Ejercicio
Lafuncion f(t) = # es continuay absolutamente integrable.

Usando residuos probar que f (w)y=me™"®". Luego latransformadaes continuay lim,_ .. f (w) =0.
Comprobar laférmulade inversion.

Ejercicio

Mostrar que la transformada de Fourier de % existey calcularla. Ver que verifica 1im,_ .., f(w) =0.

).

(Ayuda: escribir sent = % (e''—e™) yusarlatransformadade f(t) = 1+lt2

Teorema 3
Si g(t) esseccionalmente continuay absolutamenteintegrable en larectay esderivable en 0 entonces

limy o = [T =50 g dt = 9(0)

t

Demostracion
Para a> 1 separamoslaintegral en dos partes:

M) == [T =R gydt= - [C =gy dt+ - [ TR g dt=11(M) +15(M)

Expresamos el nimero g(0) de lasiguiente manera

senMt

I=90) =90 = [T =M at=g0) = L= dt+g0) 2 [, ZH dt=3(M)+ B(M)

senMt sen t senMt
Observemosque fm>aTdt:flt|>aMTdt y ‘flt|>aTg(t)dt|sfut|>a|g(t)ldt

Como las colas de estas integral es convergentes son pequefias, eligimos a bastante grande paraque | 1,(M) | 'y
| J2(M) | sean pequerios, digamos menores que un nimero € >0 previamente elegidoy paracada M > 1.
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Por €l teorema 2 a

liMug o0 (13(M) = J3(M)) =l [fsnM t E282 at=0
pues, por ser g derivableen 0, lafuncién w es absolutamente integrable en el intervalo finito [-a, a] .
Luego

|| —J|= ||1+|2—J1—J2| < ||]_—J1|+ | |2|+ |J2|

es pequefio, digamos en valor absoluto menor que 3¢, s tomamos M grande.

g.ed.
Teorema4 Foérmuladeinversion
Sea f(t) seccionalmente continuay absolutamenteintegrableen R . Si esderivableen ty entonces
f(to) = limy oo 5= [ f@) €0 dw= =PV [ fw) e P dw
Demostracion
Para M > 0
fM f(w)ei“’todwsz (fw f(‘r)e‘i“”ﬂd‘r)ei“’tdw=jm f(T)(fM el@ - dw)d‘r
-M -M\J-c0 —co —M
= [ fm2( [ coswto-ndr)dw= [T fn) ZEEED dr = [7 20 £ - 9 ds
Lafuncion g(s) = f(tg — s) esabsolutamente integrable en larectay esderivableen s=0.
Por ello podemos aplicar el teorema 3 y obtener latesis.
g.ed.

1. El teorema 3 se puede interpretar en términos de funciones generalizadas como
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2.S f esabsolutamente integrable, podemos escribir laférmula de inversién como unaintegral

f(t) = %f;f(w)eiwtdw

Ejemplo

Latransformada de Fourier de  te tu(t) es

1 2 . ;2
Tior Comprobamos laformula de inversion.
+lw

Para t> 0, laintegral de en la semicircunferencia superior: z#)=M ¢'?, 0< ¢ < x, tiendeaceropara M - o .

(1+i2?
Como en &l semiplano superior tiene un polo doble en i, obtenemos:

! dotdgy= i(27ri Res,_i ei—n)zte‘t

(1+i w)? 2n (1+i2?

. 1 ™
IImM—>oo ﬂ LM

Para t <0 laintegral de en lasemicircunferenciainferior: z0) =M ¢'?, 1<9¢<2n, tiendeaceropara M - oo .

(1+i 27
Como no hay polos en el semiplano inferior laintegral da cero.

Ejercicio

iwe -1+

w?

a) Comprobar que latransformada de Fourier de  f(t) =tet) es

~

Probar que esta transformada es continua e integrable en toda larectay que lim,_ .., f(w)=0.

b) Con laintegral f;%‘mmdhnmm—|a|),comprobarIaférmuladeinversic')nde tet) .

Ayuda

%L'\l/\l/l 1?((’U)eiwrd(")= %L%%(iwe_iw—l+e—iw) eiwtdw

i(t-1)w e to_ Gitw

= %ﬂ\:ﬂ[i@lw + — ]afw

_ 1 fM {ioos(t—l)w—mn(t—l)w n [COS(t—l)w—COStw]Jri[Sen(t—l)w—sentw]}dw

27 J-m w P

. 1 icos(t—-1)w—-sen(t-1) w [cos(t-1) w —costw ] +i[sen(t—1) w — sentw]
I|m€”05fe<|t|<M { w + w? }dw

Usando paridad queda

ifM {—sen(t—l)w + [cos(t—l)w—costm]}dw

w w?

Tomando limite para M — co se obtiene facilmente el resultado.
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Similitud entrela férmula delatransformaday la férmula deinversion.

Latransformadaes g(w) = [~ f(t)e~'“'dt ylaférmuladeinversion f(t)=%j_";g(w)e““dw.

Si cambiamos los roles de las variables en esta Ultima, queda  f (w) = % f;g(t)e iwt gty porlotanto
obtenemos que la transformada de Fourier de g(t) es 27 f(-w) .

Luegosi f(w) = g(w) entonces Q(w)=2r f(~w)

Ejemplo

2

W+l

Para f(t)=e™'" latransformadaes g(w)=

Luego latransformada de

es r f(-w)=nme '¥
t2+1 ()

Se puede calcular también directamente usando residuos.
Para w >0 integramosen el semicirculo inferior de lafigurade radio grande:

-iwz —iwt

kSodz- [R5 dt=2niRed =5 L z=—i| =271 S =—re®

RZ+1 t2+1 - 2i
R e vz _ e-iwt . —w
yporser w>0 es IlmRﬁwaR—zerldz_O.Luego f_";m dt=rnme® .
—iwt
Para w <0 integramos en el semicirculo superior andlogo de radio grande y obtenemos f; i2+l dt=rnme“ .

Ejercicio

1- cost

a) Calcular latransformada de utilizando latransformada del tridngulo A(t) y directamente.

1- cost

b) Calcular latransformada de

utilizando la transformada de la derivada del triangulo A'(t) y directamente.
Ejercicio

a) Ver quelastransformadade e 2'u(t) es ylade te@'ut) es

iw+a (iw+a?
1

(iw-a)?

lade e2'u(-t) es —ﬁ ylade te?tu(-t) es -

y comprobar laférmula de inversion.

w 1

b) Antitransformar las funciones , y - -
(@?+1)(iw+1) (iw-1) (i w+1)?

separando en fracciones simples.

|19



20| Unidad 4-2.nb

Funciones causalesy de banda limitada

Unafuncién f(t) sedicecausalsi f(t)=0 para t<O0.
Por gemplo, larespuesta h(t) de unaecuacion lineal £(x) = 6(t) al impulso unitario partiendo del reposo
escausal.

Unafuncién se dice de bandalimitadasi existe wg > 0 tal que f(w) =0 paa |w|> wo.

Por g emplo, lafuncion Se”Tt es de banda limitada.

Teorema5
Sea f(t) absolutamenteintegrabley derivable. Si escausal y de bandalimitadaentonces f(t)=0.

Demostracién
Por laférmulade inversiény por ser de banda limitada

)=+ [ fwetdt
Setiene el desarrollo de Taylor
t= o [ d“tat= 532, (£ § [Af@ o do)t= 520t

1 ik

£ k
= fwddo y e sMT

Ck

pues f estdacotada Luego la serie de Taylor convergeentodo el planoy f(t) esanaliticaen todo el plano.
Pero todas las derivadas de f(t) valen cero enlos negativos t < 0 y por continuidad valen ceroen t = 0. Por ello

la serie anterior tiene coeficientes ¢, = % f®0)=0.Porlotanto f(t)=0.

g.ed.

INVERSION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Estableceremos un vinculo entre la transformada de Fourier y la transformada de Laplace que nos permitira invertir la
Transformada de Laplace.
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Sea f(t) unafunciénde F. , esdecir, seccionalmente continuaen t > 0, de crecimiento alo sumo exponencia y que
vale0 en t< 0. Consideramos lavariablecomplegja z=s+iw yparaun s bastante grande setiene

LhH@=fTfoedt= [T [fHe™] e dt=F(f(t) e™") (w)

Si f(t) escontinuaen t con derivadas laterales, lo cual escierto en particular paracada t <0, vale
f et =limy_q o [ FF@e™) W) e dw
() = liMyow 5= [ L +iw) e e tdw
) =liMyow o= [y L (S+iw) e e dw

Considerando €l segmento vertical [s—iM, s+iM] parametrizadopor z=s+iw, -M<w<M,
con dz=idt,laintegra anterior se escribe como unaintegral compleja:

f(O) = limyou 217@”” £(f)(2e?dz
Esta eslaférmula de inversion de la Transformada de Laplace.
Corolario

S £(f)=0 entonces f(t)=0 esdecir e nicleo N(L) = {0}.
Por lo tanto, si para unafuncion F(s) encontramosuna f(t) en Fe con L£(f(t))=F ,ta f(t) eslalnica

Ejemplo

Sea F(s) = l‘:; y buscamos su antitransformada de Laplace f (t) .

- T 1 iMe2 o o 1 (l4iMelt-dz L _
Definimos  f(t) = limy 5w Z—NiffiM —edz=limy. 5= [y Tz dz  eigiendo s=1.

Calculamos laintegral por residuos tomando el semicirculo de didmetro [1-iM, 1+iM], hacialaizquierdas t> 2
y hacialaderechas t< 2. Esto asegurala convergencia acero de laintegral sobre el correspondiente semicirculo

para M - co.

a) Para t <2 laintegral vale cero yaque el semicirculo haciala derecha no encierra singularidades.
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Paranetri cPl ot [{{0, 0}, {1, w}, {1+1.5C0s[w], 1.5Sin[w]}}, {w, -g,

Aspect Rati o » Automatic, PlotStyle - {Thi ck}]
15

10

0.5

05 10 15 20 5
-05

-1.0

-15

b) Para t>2 €l valor es % 27i {Res,.i + Res,__i} = % e -2 _ % e 12 —gen(t - 2)
Luego u(t — 2) sen(t — 2) eslaunicafuncién que tiene por transformada de Laplace %
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7T 7T

Paranetri cPl ot [({0, 0}, {1, w}, {1-1.5C0s[w], 1.5Sin[w]}}, {w, - ?},

Aspect Rati o » Automatic, PlotStyle - {Thi ck}]

Ejercicio

Aplicando laférmula de inversion hallar la antitransformada de Laplace de

s
L+s+1

Analisisdel espectro

Para unafuncion f(t) absolutamente integrable la Transformada de Fourier es unafuncion de la frecuencia w
y tomavalores complejos:

f(a)) = Aw) e' ¥ donde | f(a)) ‘ =Aw) Yy wlw) =ag fA(w)

El ndmero positivo A(w) midelaintensidad del arménico  e'“'Aw y ¢(w) ese argumento que verifica:
-1 < p(w) <y representa lafase del armonico, que puede ser adelanto si ¢(w) > 00 araso s p(w) < 0.

Se puede graficar f (w) como una curva del plano complejo. Ello permite observar la variacion de A(w) y de ¢(w) a
variar
lafrecuencia w . Segln el teorema 3 es unacurvacontinuay por el teorema4 para w — +oo lacurvase acerca

a origen: lim . f(w) =0. Ademéss f(t) esreal serd f(—w) = f(w) y la curva es simétrica respecto del e horizon-
tal.

Ejemplo 1

A _L “iw _ senw+i(cosw-1)
&w) = —|e 1= Ze ==

Sevequeescontinuay que lim,_.. &w)=0, &0)=1yparacada w es &w)+0.

Cortaa €e horizontal para w=2kn esel puntorea i .

Para w=2kz>0es Im(w~) <0 y porlotanto cortael eje de abajo hacia arriba.
En cambio, para w =2knr<0es Im(w™)> 0 y por lotanto corta el gje de arriba hacia abgjo.
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) Sin[w] Cos[w]-1
Par anetri cPl ot [{ , } {w, -16, 16}, Pl ot Range ->AII];
w w

Con este gréfico se puede entender A(w) Y ¢(w) .

Ejemplo 2

1+ e+ iwel® _ =1+ Coslw] +w Sin[w] i — Sin[w] + w Cos|w]

Para g(t)=tet) latransformadaes §(w) = -

2 2 2

w' w' [



-1 + Cos[w] +w Sin[w] - Sin[w] + wCos[w]

2 }

Par anetri cPl ot [{

w?

{w, -16, 16}, Pl ot Range - AII]

Ejemplo 3
Sea h(t)—{t(t para t> 0 cuyatransformadaes h(w) = Lot
“lopaat<o Y Ty
Lagréfica correspondiente es
1-w? 2w
Par anetri cPl ot [{ , - } {w, -10, 10}, Pl ot Range - Al | ]
(1+w?)® (1+a?)?

Parece una cardiode y efectivamente lo es.
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Una cardiode tiene ecuacion polar r(f) = a(1 + cosf) y ecuacion cartesiana (% + y2 — ax)2 =a® (X2 +y?).

1-w? 2 . .. . 1

“_ ——=%_| esunaparametrizacion delacardiode con a= =

2 2 2
1+e??  (1+6?)

Lo hacemos con el programa.

Se comprueba que (
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1 - w? 2w
X2 ——— Y= —
(1+a)2)2 (1+a)2)2

1 1
[x2+y2——x) -— (x®+y?) 7/ Sinmplify
2 4

Transformada de la Gaussiana

1
Enlaunidad 3 se demostré que f;e"itzdt:\/Zn

_t2 . .
! ¢ 2" laGaussiana normalizada.
V2nr

i

Sea g(t) =
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1

Vorn

_itZ

es'", qt, -3, 3}, Pl otSter-»{Thick}]

PI ot[

0,

1
Para hallar latransformada de Fourier aplicamos el Teorema de Cauchy alafuncién analitica e 2 z

en el rectangulo
Ru(w) =[-M, M] X[0, i w]

1

y obtenemos faR e 2% dz= 0. Lacaculamos en |0s cuatro tramos orientados
M

z1)=t, -M<t<M

M) =t+iw, —-M <t<M consignonegativo
) =-M +it, O<st<w consignonegativo
z®)=M+it, O<st<w

En primer lugar facilmente se comprueba que las integrales en los tramos verticalestiendena 0 para M - co.
Y quedan los dos tramos horizontal es que dan:

_t _le 1o

fale zde:Lh:Ae 2U dt > [Te :Vdt=V2r paa M -
1 _leo 12 12 e

faze zzzciZ:—ﬂ\:Ae 2T gt=— ez LTA(E 2V e @t gt

Luegoen € limite para M — co obtenemos
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En otras palabras, la transformada de la Gaussiana es otra Gaussiana.

Dicho de otramanera: la Gaussiana es una autofuncion de la transformada de Fourier con autovalor vV 2 .

Ejercicio

a) Comprobar laférmulade inversién parala Gaussiana.

1R

b) Sea gy (t) =N12_7r e27 , 0>0.

Comprobar ques o espequefio lagréficaesesbeltay si o esgrande la gréfica se aplasta.
Probar que [~ go()dt=1y § (w)= 27

Concluir ques g,(t) esesbeltaentonces § _(w) se aplastay reciprocamente.

Este es el "principio de incertidumbre" en lateoria de Fourier, andlogo al de Heisenberg en la mecanica cuantica.

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Todas las funciones seran seccionalmente continuas y absolutamente integrables.

F1.Linealidad.

Fer fr+c f)(w) =i F(f) (W) +C F () (w)

Demostracion
Es consecuencia de lalinealidad de la integracion.

g.ed.

F2. Derivadas.
a) Si f(t) escontinuay f'(t) esseccionamente continuay ambas son absolutamente integrabl es entonces
FE)(w=iwF(f)(w)
b)Si f(t) y tf(t) sonseccionamente continuasy absolutamente integrables entonces
F(E 1) @ =i 2= F() W)

Demostr acién
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a) Veamos primero que bajo las hipétesis setiene lim;_, .., f(t)=0
Enefecto, |fm - ft) |= | [f@dr|=<[|f@]dr=["|f@]|dr .Perodadoun e>0
existeM >0 ta ques t>M es f°°| f(r)|dr<e.Luegopara t, t'>M es |[f()-f(t) | <e
Elloimplicaque existe & limitefinito lim_, f(t). Y comolaintegra gw| f(7)|dt esconvergente
necesariamente ese limite es cero. De manera analoga se obtiene limy_, _, f(t)=0.
Por lo tanto tambiénvale limiL .. f(he ' @t=0.

Integrando por partes se obtiene

0o

F(E Y= [ f Me“tdt=[ft)e’ i -iwetdt=iw [ f(he'tdt

—0o0

b) En las hipdtesis enunciadas se puede demostrar que ¥ (f) (w) = f; f(tye'“tdt esderivebley que
derivando bgjo €l signo de integral se obtiene laderivada

LFt)w=[7 Z[fmeiedt= [T fh) (ine i tdt=F(-itf(1) )

g.ed.

Ejemplos

1- cosw . 1-cosw

8 FA)W=iwFN(W=iw2—"==2i

w

L Fem=i

(1—(”’) _ e (1+iw)-1
dw dw -

2

b)  Fltew) @ =i ; -

Ejemplo

Sea f®)=[[ang®sent y FO=[ f(@)dr=—T]zm® (1+cost
Verificar que F'ty="1@® . Graficamos ambas funciones.
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Plot [{Sin[t], -(1+Cos[t])}, {t, - =}, AspectRatio » Automatic, PlotStyle - {Thick}]

Setiene
f(w)= [Tsente@tdt=-2i ['sentsenwtdt=-i ["[cost(l- w) - cost(1+w)]dt=....= 2] Sz';fl”
Flw) = - j_"ﬂ(1+ cost) e '@t dt=-2 f(l + cost) coswtdt =
senm w
-2 [fcoswtdt— [[cost(l- w) + cost(l+ w)]dt=2 T

Luego iwlf(a)):Zi Sj;ff = f(a))

senmw
w?-1

senmw

y F(w) =2 w(wz—l)

A continuacion graficamos —if (w)= 2
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Sin[n w]
gl = Pl ot [2 —, {w, -5, 5},
w?-1
Pl ot Range -» Al |, AspectRatio -» Autonatic, PlotStyle -» {Thi ck}];

Sin[r w]

g2 = Pl ot [2 — . {w -5, 5}, PlotRange - Al |,
w (w?-1)

Aspect Rati o » Automatic, PlotStyle - {Thi ck}];

G aphi csGid[{{gl, g2}}]

Ejercicio

Sea f(H=At+D-At-1 y Fo=[_fmdr
a) Graficar ambas funcionesy notar que F'(t) = f(t).

b) Calcular f(w) y If(w) y graficarlas. Comprobar que f(t):iwﬁ((u).

Ejercicio

Sea f(t)=te2tut) con a>0.Comprobar lasigualdades
FE ) w=iwF(Hw  FEin)=iF)w)

Ejercicio

a) Probar que paracadanatural n es F(t"e 2t u(t) (w) = _n (a>0)

@a+iwmt

=DH"n!

bt —
b) Idemque  F(t" et u(-t)) (w) = e

(b>0)
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Ecuacioneslineales

Estas dos propiedades permiten resolver |as ecuaciones diferenciales lineales  L(x) = M (f (1))

Transformando Fourier queda  p(i w) X(w) = (i w) f(w) y despgjando  X(w) = %

Antitransformando obtenemos la solucién.

Ejemplo Para 2x'+x=e¢™'" queda

X(w) = 2 _ 1 -4 Lt 1
@i+ D(1+e) ~ (iosa-iotrio) 3wrl) 30710 A+

1
y antitransformando obtenemos  x(t) = g e 2tu) + % etu(-t) — e tu() .
Ejercicio

Resolver lasecuaciones X'+ x=e?tu(-t) y x"+2x'+x=te tu(t)

F3. Desplazamientosy cambio de escala.
) F(ft—to) () =e™%° F(f)(w)
i) F(f)(w=-wo) = F et f(1) ]| (w)
iii) F(fet) @) == f(%)

Demostracion
A cargo del lector.

Ejercicio

a) Hallar unaférmulaparalatransformadade f(t)cos(at) y f(t)sen(at)

f(w)=H (i w) fw)

Ayuda: Utilizar laexpresion exponencia parael senoy cosenoy lapropiedad b) anterior.

b) Calcular latransformadade sent [, (t) directamentey con laférmulaobtenidaen a)

Rta:

sent

¢) Calcular latransformada de )

lteine

1- w?
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Para o >0, ylagaussiananormalizada,

AlH)w=r{ -

F4. Convoluciones.
En condiciones adecuadas valen
a F(f+9)(w)=F(f)(w) . FO W)

b)  F(HM W) (w) = % [F()+F (@] (w)

Demostracion
Sean f(t) y g(t) s.cy absolutamente integrables.

a) Sepuede cambiar el orden de integracion:
Ffx =" ([Tfogt-ndr)e'“tdt=[" ([T gt-re'“tdt) f(r)dr
Haciendo el cambio de variables t — 7= s enlaintegral interior queda

F(fxg) (= [ ([Tase’sds)f(m) e’ dr= F(f)(w) F(Q) ()

b) Aplicando laférmulade inversion para f (t) , que vale en los puntos de derivabilidad, e invirtiendo
el orden de integracion:

FEO g (@) = [~ f® g(t)e‘“’”dt:f_t(%f_tf(o-)e””da') g et at

= S [P ([Tave T dt)do = = ( A*g) (W)
Este calculo impone restricciones que se deben tener en cuenta.

g.ed.



34| Unidad 4-2.nb

Ejemplo

Lafuncion A' esrea eimpary porello A'= A' esred y par.
L uego su transformada de Fourier esreal y par

—_4 (1—(:025&))2

FA'*A) (@) = (2i H%)Z

Ejercicio

Setiene A(t-1)=exe.
Comprobar que F (A(t — 1)) = F(e)?

Ejercicio

Comprobar laigualdad dadaen b) para f(t)=e2tut) y gt)=e®'u-t) con a>0, b>0.

Ejercicio

a) Resolver laecuacion xx e u(—t) =tet u(t)
b) Comprobar la solucion obtenida.

Ejercicio
Usando transformada de Fourier probar que la convolucién de dos gaussianas es otra gaussiana:

Hit p2=H
s * Gy, = Guo® donde  { 1)

g1"+ 02" =0

Este resultado implica, en la teoria de probabilidades, que la suma de variables aleatorias normales e independientes es
normal.

Funciones de cuadrado integrable. Igualdad de Parseval.

Consideremos funciones absol utamente integrables y de cuadrado integrable;
E={f): 1 fM®idt<oco, [T 1ft)Pdt<co}

Demostraremos que E es un espacio vectorial con un producto escalar.
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a) Sean f, g funcionesen E.
Deladesigualdad triangular 1+ f +g1 < 1 f1+19:1 resultaque f + g esabsolutamenteintegrable.
Ademés setiene

O<(ifi—ign?=1fi2=21f11gi+1gP
y por lo tanto Pf |g|<%(|f|2+|g|2)
Luego f g esabsolutamenteintegrable. Setiene ademas ladesigualdad
|f+g|2:(f+g)(f_+§):|f|2+f§+f_g+|g|2 < 1f2+21fgi+igP?
que pruebaque f +g esacuadrado integrable.
Esinmediatosi @ esunnimeroentonces o f tambiénestaen E.

b) Setiene el producto escalar

(f,oy=[" fHgddt

Estaintegral es abosolutamente convergente pues segin vimos 1 f(t) gt) 1 < % (Hf®2+1gt)?).

La Transformada de Fourier esta definidaen lasfuncionesde E y se puede demostrar que la transformada es
de cuadrado integrable.

F5. Igualdad de Parseval.
(f, 0= [T 10 g0 dt= = [T fw dwdo==(f, §)
En particular

LlfoPdt= = [ fwide

Demostracion

Setiene  g(w) = [7.g® e “tdt= [T gt e’ dt=§(-w)
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Aplicando laférmula de convolucion dadaen F4b alafuncion f(t).g(t) en w =0 obtenemos
f;f(t)@dt =F(fMIM) (0) = i (f*ﬁ) 0

= L [ f@§0-0do= 2= [Zf@)§e)do
g.ed.

Ejemplo

Paralafuncion e(t) setiene €M) =et) y &w)= e

iw

por lo tanto

1= [T dt= %j_";l_‘?_m <" 4w ypor laférmulade Parseval queda [ 22 gw=n

iw —iw 2

Ejercicio

Comprobar laigualdad de Parseval paralasfunciones f(t)=etut) vy g(t) = et)
ytambienpara f(ty=ell 'y gt)=et+ %)

Ejercicio

Utilizando laigualdad de Parseval para []_¢ qt) ¥ []_q.q() con O<cs<d demostrar que

f;icosat;wsm dt=rn(ibi—ray

Ejercicio
Utilizando laigualdad de Parseval enlasfunciones []_p4 1) Y et | a>0, b>0, mostrar que

r t?f;z) dt=Z(1-e2)

Ejercicio
Probar que usando laigualdad de Paeseval que j_";ﬁnTt e“"dt:g
Ejercicio

Probar usando laigualdad de Paeseval que f;(SE”Tt)Z dt=n

TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCIONES GENERALIZADAS
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Paralafuncion constante 1 o€l escalén unitario u(t), laintegral j_“:o f(t) e~ dt carece de sentido.

Dichas funciones las consideraremos como funciones generalizadas, y trataremos de definir la transformada de
Fourier de funciones generalizadas.

La posibilidad surge de la siguiente observacion. Laféormulade Parseval aplicadaa f(t) seccionalmente
continuay absolutamente integrable y a unafuncién de prueba (t) es

— 1 e S
it v dt= Zf;f(cu) Y(w)dw
Si escribimos  ¢(w) = Y(w) , delaigualdad y(t) = %f;@(w)ei”td’w,resulta

YO =5 [Th e “do= 5 [T o e “dw=5- ()
y por lo tanto laigualdad de Parseval se escribe

[Ctmemdt= [T fw ew do

Estaigualdad sugiere laidea de definir latransformada de Fourier de una funcidn generalizada mediante laigualdad

F(o)=F(9), pero hay uninconveniente, que esel siguiente. Unafuncion de prueba ¢(t) tieneinfinitas derivadas
y soporte compacto, y por lapropiedad F2, su transformada ¢(w) tiene infinitas derivadas pero no tiene soporte
compacto lo cual en principioimpide evaluar F(¢). Pero, tanto ¢(w) como sus derivadas, verifican, por |a propiedad
de Riemann-Lebesguey F2, lim,, .. w"p(w)=0 paracada n=0, locual, significa que decrece a cero mas rapido
que €l inverso de cualquier polinomioy, muchas funciones generalizadas F actlian sobre funciones con esta propiedad.
Por ello, definimos un nuevo espacio vectorial de funciones de prueba de funciones de decrecimiento rapido en infinito:

S={pt): @) tieneinfinitasderivadas A lim, . t" ¢ (t) = 0 paracadan=0 ycada k = 0}
También se lo conoce como espacio de Schwartz, en honor a Laurent Schwartz, el creador de la teoria de funciones
generalizadas.
Naturalmente las funciones muy buenas D, forman un subespacio de S

Lagaussiana g, (t —tp) pertenecea S ytambién p(t) g,(t —to) paracada polinomio p(t).

Por las propiedades F1, F2 y Riemann-Lebesgue, latransformada de Fourier define unisomorfismode S - S.

Funciones gener alizadas temper adas

Unafuncion generalizada F sedicetemperada si estddefinidaen S.
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Es claro que forman un subespacio vectorial de las funciones generalizadas y que la derivada de una funcion generalizada
temperada es temperada. Para una funcién generalizada temperada F(t) definimos su transformada de Fourier mediante

F(9): =F(¢).
Resulta por lo dicho que F estambién unafuncion generalizada temperada.

a) Veamos que esta definicion coincide, sobre funciones, con la transformada de Fourier usual .
En efecto, s f(t) esseccionamente continuay absolutamente integrable, sabemos que tiene transformada
de Fourier, y por lo demostrado més arriba

Fip):= [T 1) v dt= [T f) pw) dw=F (¢

Por o tanto

mn,
I
T

b) Si f(t) esunafuncions.c.y de crecimiento alo sumo potencial, esdecir, |f() <k|t|", y F(t) es
temperadaentoncs F¢ y f (t) F(t) sontemperadas.

¢) Paracacular latransformadade algunas F(t) temperadas emplearemos el siguiente procedimiento.
Si podemos aproximar F por funciones seccionalmente continuas y absolutamente integrables f,(t) :

iMy a0 fo() = F(t) , esdecir, paracada ot eS: limy.o [ fo (O @) dt= [T F(t) o) dt

entonces, lim,_, o, f @)= If(w) en el sentido de las funciones generalizadas.
En efecto, por o demostrado en &), setiene

My 0o Fr, (@) = liMg g [© f2() @D dt = [T FO O dt = F()

d) Delasigualdades [~ F(t () dt= [* F(w) @) dw= [~ F() o dt= [CF® 27 (-t dt,
resultalaregla préctica

Ie(w) =Glw) = é(w) =2nF(-w)

Latransformada de Fourier define un isomorfismo entre las funciones generalizadas temperadas.

Ejemplos
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i) Lafuncién generalizada asociada a laexponencial  f(t) = e no estemperada

1
Enefecto, s g(t) = e © u(t), lafuncion ¢(t) = g(t) et pertenecea S ycomo lim,,. ¢(t) e! =1,
lafuncion ¢(t) €' no esintegrable.

ii) Delamismamaneraseveques « esunnimerocon Re(a) # 0, laexponencia ¢! no estemperada
Por e/ empl o, las soluciones de una ecuacion homogeénea estable no son temperadsas, excepto la nula.

iii) Si p(t) esun polinomio, a un nimerocomplejo con Re(@) <0 entonces p(t) e®tu(t) estemperada,
ys Re(@)>0 entonces p(t) e®'u(-t) estemperada

iv) o)y pv(%) son temperadas.

Propiedades
Veamos que las propiedades de la Transformada de Fourier se extienden autométicamente a funcione generalizadas.

F1Linealidad
Esinmediata.

F2 Derivadas
d FF)I@=F'@=-F¢)=-F(-iFlwpw)®)=iFogw)= (iwF)e
por lo tanto F(F '):iwlE
b) F(F)(p)=(tF)@ =F(ty)=-iF(FleN)=-iF)=iF (@

por lo tanto FEF)=i F

F3 Desplazamientosy cambio de escala.

a ot+a)= f:olcp(w) et gy = [ (e p(w)) e dw=F (e ¢) y porlotanto

F(F (t-) (@) =F (t-a) @) =F (pt+a) = F(F(e " ¢)) =Fe7 " ¢) = (e 7“ F ) ()
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y entonces FF(t-a)(p)=e'?® F

b Flew+m)= [ ewraedo= [T op)e’ " Vdp=e""" [T p(p)e P dp=e' ()
y por €ello
F@-2)(p)=F@w+a)=FFgw+a)=Fle'§)=(c'" F)@=F(c'"F))

Luego
Flw-a) =77(ei‘“’ F)

¢) Cambio de escala

Setiene  [TFM @t dt= = f;F(é)go(t)dt y entonces

lal

[CFF ) () pwdw= [T FChet)dt= % [CF® gza(g)aft

1

= [TFOF@cw)®dt = [T FweCcw)do=— [7F(%)pw dw

lcl

Luego
F(F )@ = F(2)

F4. Convoluciones

a) Setiene

(7 )0 =F(fe) = F({

_,,>
S
—_
N’
I
T

—
N

N I"‘
—h)>

*@):F(%Zﬂf *@):F(f*@):(F #* 1) (@) =FF=f)(p)

y por lo tanto
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b) Setiene ?(t):f;l?(w)@’““’ dw:f_":olf(—w)e’“‘” dw:jjo‘f(p)@“pdp=2ﬂ f(t) y entonces

e U R G U R [ R R R

por lo tanto

FF )= —Fsf

~

F5.Igualdad deParsval - Setiene  f(w)= [* (1) e 1@7dr= [ f (1) e'“'dt=27T (@)

—hy 1>

y %ﬁ(?):%F( )= = F(2x F)=F(T)

por lo tanto

F(H= = E(f)

Transformada de Fourier de algunas funciones gener alizadas

1. Transformada de Fourier dei impulso unitario.

i) Directamente.
Setiene

39):=8@) = [Tompmdt= $0) = [~ p(w)dw yporlotanto §(w) =1

También se podria obtener operacionalmente asi: j_"; S ewtdt=1

Este resultado nos dice, en particular, que se necesitan todas las frecuencias para reconstruir arménicamente  6(t) .
Haciendo un cambio de escala

FOE) @) = = 8(2)= =

ii) Aplicando el esquema de aproximacion.

Se tiene la aproximacion ya demostrada
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limy oo = =M= (1)

senMt

y latransformada de -

Nk

€es H[,M’M](a)) . Claramente ”mM_,oo H*M,M](w)=1'
iii) Férmula de inversién.
Comprobamoslaformulade inversion:

sent M
t

Iim,\,._m%f_'\,’\',I S(w)ei‘“tdwzlimM_m%J(;MCOSwtdwzlimM_)oo % =4(t)

Graficamos esta aproximacion.

Sin[t M
M=5; gl = Plot [— {t, -m n}, PlotRange - Al |, PIotSter-»{Thick}];
7wt
Sin[t M
M= 10 gz=Plot[—, (t, -x n}, PlotRange » Al |, PIotSter—»{Thick}];
mt
Sin[t M
M= 15; g3 = Pl ot[—, {t, -x, x}, PlotRange -» All, Pl otSter—»{Thick}];
mt

G aphi csGid[{{gl, 92, g3}}]

2. Transformada de Fourier delafuncion signo.

Transformamos lafuncién signo  sg(t) = u(t) — u(-t)
Una aproximacion interesante es  lim,_, o+ sg(t) e €'Y,

Latransformadade sg(t) e €'" es 722iwz
w"+ €

-2iw
W2

ypor lotanto sy(w) = lim,_, o+ =
€

Para calcular este limite tomamos una funcién de prueba ¢ (o) :

ji#go(w)dw:fm#ga(w)dw+£oézf7tp(w)dw (haciendo p = —w enlaprimera)
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= f e epdot [ e dw = [ lew) - p(-o)] do

E+p? €+

Nuevamente obtenemos que €l limite existe y vale

limeo ch(w)cﬂwsz dw= pV(%)(go)

—00 242

Se tiene entonces
Yw) = % (Valor principal)

i
Nos ocupamas ahora de comprobar laférmula de inversion.

H i M < fwt _1i ;' M l fwt
liMySeo > J:M Yw) e'“ dw=1imy_e - p'V'LM ~e dw

. 1 2 (Melot_eiot . 2 (Msenwt
= ||mM4,ooZ I_L Td(ﬂ:“mM%w;L dw :Sg(t)
Luego lafuncién sg(t) se aproxima por armoénicos mediante lafuncién seno-integral:

sg(t) =Iiqum§£Mse”T°’tclw= limy mﬂ\“% ds= fseni[M t] paat+0

Veamos los gréficos de las aproximacionespara M = 5, 10, 15

2
gl = Pl ot [—Si nintegral [5t], {t, -5, 5}, Pl otSter-»{Thick}];
7T

g2

2
Pl ot [—Si nintegral [10t], {t, -5, 5}, Pl otSter-»{Thick}];
T

2
g3 = Pl ot [—Si nintegral [15t], {t, -5, 5}, Pl otStera{Thick}];
T

G aphi csGid[{{gl, 92, g3}}]

Observacion
En las tablas de Transformadas de Fourier se suele encontrar  Sg(w) = % aunque conviene poner valor principal

cuando se trata de operar con €ella, por ggemplo, paraintegrarla. Notemos que esimaginariapura e impar lo cua se
corresponde con que lafuncion sg(t) esrea eimpar.
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3. Transformada de Fourier delafuncién constante 1.

Como 1 = ¢'t9 lafuncién constante 1 es un arménico de frecuencia 0 y el espectro deberia consistir
Unicamente de lafrecuencia 0.

Varias aproximacionesimportantes de lafuncion 1 por funcionesintegrables, permiten hallar su transformada.

a) Setienelaaproximacion fy® =[l_ym®: liMysie fn® =1

Fécilmente obtenemos f,(w) = 2 Se"a'z" “ y por un teoremaanterior  limy_c 2 Se”(ﬁ" © = 2718(w)
Luego

i(w) =2n6(w)

b) Setienelaaproximacion por exponenciales 1 =lim._q- &€l
Esfacil ver que

Fle ) (w) = 25

+ w?

Probar que

limeo [77 575 ¢(w) dw =21 ((0)

+

¢) Sea finamente la aproximacion por gaussianas 1= lim_,q- et

resto= [t

lim._ g+ fo:o f g e 4 p(w)dw=2n¢0)

Probar que
Ejercicio
Establecer y comprobar laférmulade inversion.

4. Transformada de Fourier del escaléon unitario u(t) .

1) Observemosque u(t) = % (1+sg(t)) vy usando lalinealidad de latransformada obtenemos:
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0w) = 3 (1+ ) @) = [ 276w - 2i p(2) | = pv()+70()

2) Otra manera es aproximando u(t) por Iaexponencial e~€tu(t) ,para e —» 0"
La transformadade Fourier de e <t u(t) es —.

w
L uego podemos escribir
~ . 1
U(w) = |ImE -0t T

Para calcular este limite sea ¢(«) unafuncion de prueba de soporte compacto y supongamos que es cero

paa [t| > a> 0. Halaremose limite lim_o. [~ £
%(9) dow = «/1(9) dw+ «p(w> Etp( w) dow tp(w)
—0 e+ | w —a e+l w +|¢u

Analizamos por separado las dosintegrales:

g g P(=w)-¢(0)

——dw=[F—"—dw +¢(0)f—clw

- (0

w@) dw= <p(w)_¢()d

etlw + 1w
Sumando queda

p(w) dw_f[w(w) ¢(0) p(—w)— w(o)]dw+2<p(0)£ —ds

—o€e+iw e+iw

Tomando limite  limeq [ ) dw:ﬁw dw+ 7me(0) . Luego

€+ 1w

(w) = iw + mé(w)  (valor principa)

3) Unatercer maneraes considerando que para M — oo setiene [T v (t) — u(t) y transformando queda

M i -
L e-iot gt = 1 cos(Mw)+ser1(Mw) N %+7r6(w)

Tw w

Lafdrmulade inversion propone la siguiente aproximacion armonica del escalon unitario u(t):

1 iwt - = M sen(wt) 1_3 M senwt 1
2ﬂfMu(a))e dw fM » dow 2_n£ - dw+2
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Utilizando la funcion "seno integral” : si(t) = % dw del programaMathematica podemos graficar esta

aproximacion arménica.

1 1
gl PIot[—Si nlntegral [5t] + —, {t, -5, 5}, PIotSter-»{Thick}];
b 2

1 1
g2 PIot[—Si nlntegral [10t] + —, {t, -5, 5}, PIotSter-»{Thick}];
s 2

1 1
g3=PIot[—Si nlntegral [15t] + —, {t, -5, 5}, PIotSter—»{Thick}];
7 2

GraphicsGid[{{gl, g2, g3}}]

-, . 1 1
Observacion. Seveque limg el

+1w

en el sentido de las funciones generalizadas.

Setiene
lim_ o [—etu(=t)] = —u(-t)

Transformando Fourier setiene: — ﬁ y se puede ver como en €l caso yaanalizado que

limeor (-7 22 do) = L2242 dw - 7¢(0)

—00 € —iw
Como sg(t) = u(t) — u(-t), seobtiene nuevamente Sg(w) = %

Ejemplo
1s -1<t<1

Calculamos la transformada de la funcién f(t)={ 1§ it o1
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Plot [If [Abs[t] <1, -1, 1], {t, -3, 3}, AspectRatio -» Autonatic];
1
0.5}

K

.Laescribimos como suma de funciones cuya transformada conocemos:

f(t) = ut-1) - Ty ® + U-t—1)

Utilizando las propiedades de la transformada se tiene

senw

fw=e tw) -2 + eiwﬂ(—w)=—4%+2n5(w)

Ejercicio
a) Utilizar laexpresion  f(t)=1-2 []_,4(t) paraobtener nuevamente latransformada.

b) Comprobar laférmulade inversiény graficar la aproximacién arménica.
¢) Comprobar que latransformada de |la derivada coincide con la obtenida por |a propiedad correspondiente.

Ejercicio
Por Transformada de Fourier resolver ladeconvolucion  xx sg(t) = e~ ! y verificar la solucion obtenida.

Ejercicio
Obtener la convolucion por Transformada de Fourier  sg(t)= e~ !y también directamente.

Ejemplo
Resolvemosla ecuacion de convolucion
xt)=e "+ [P xput-r)dr

2 A

Transformando Fourier obtenemos X(w) = . + X(w) {% + 71 6(w) } y despejando queda

w2

2iw _ 2iw _ 1 _ 1 + 1
@+ (01 (@P+1)(i0-1) (-2 2(w-l) 2(w+l)

K(w) =7 % %(0) +
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Luego

X(0) = tet u(=t) + 2 e u(-1) + 5 et uh) = te' u(-1 + 3 et
Como gjercicio comprobar esta solucion. Observar que la solucién debe ser continuay efectivamente lo es.

Ejercicio
a) Resolver laecuacion de convolucion  x(t) = e~ ! + xx sg(t) vy verificar la solucion obtenida.
Rta X(t) = 5 e~ u(t) - et u(-t) + 3 2 u(-1)
b) Idemcon x(t) =te tu(t) + x=e 1Y y verificar la solucion obtenida.
Rta X(t) = 5 (cost - e~ u(t) - 3 cost u(-t)
Ejercicio
Resolver la siguiente ecuacion de convolucion para cadavalor de k rea: x(t) = e tu(t) + k x=e 1t
Ejercicio
Usando lapropiedad F2 hallar latransformadade tu(t) .

5. Transformada de Fourier de armonicos.
Es claro que un arménico ¢ o' debe tener en su espectro tnicamente la frecuencia wg .
Setienelaaproximacion  fu® =€ @' [_ym®:  limyoe fu®) =e' @t

sen M (w—wq)

(w—wp)

Facilmente obtenemos f ) =2 y aplicando un teorema previo obtenemos

sen M (w—wy)

limyoe 2 .

=27 6(w — wp)
Luego

(W) = 27 §(w — wo)
Expresando senwgt y coswgt como sumade exponenciales queda:
senwo t (w) = —i 1 { 8(w — wp) — 6(w + wo) }

CoSwp t(w) = 7 { 8w — wg) + 8(w + wg) }

En un gjercicio se propone aproximar coswot por 1My e [fomm(t) cOSwot
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y mediante esta aproximacion transformar Fourier y obtener laférmula anterior.

Ejercicio
Los polinomiostrigonométricos p(sen (wk t), cos(wk t)) tienen finitas frecuencias asociadas: son sumafinita
de armonicos.

a) Descomponer armonicamente el polinomiotrigonomérico sen®t cost y hallar su transformada de Fourier.
b) Hacer lopropiocon cos’t sent y sen(2t) cos(31)

Ejercicio
Hallar latransformada de Fourier de una funcion periddica.
Sugerencia: desarrollarla en Fourier y aproximarla por las sumas parciales.

Ejemplo

-1 s t<-1
Calculamos la transformada de la funcion saturacion : wt(t):{ t s it <1
1 s 1<t

1

0.5}

-3 2 T1 1 2 3
.5
-1F

Laescribimoscomosuma  sat(t) = —u(-t— 1) + t[]_y () + ut—1
Usando las propiedades y latabla se tiene
SA(w) = — ' U(— w) + 2§ LT 4 o719 ((w)
= —@iw{p.v.(%)+ﬂ6(w)}+2i w +@"i“’{p.v(%)+7r6(w)}

w COSw— senw
w?

= 2C0Sw p.v.(%)+ 2i

Como funcion generalizada se puede reescribir asi:
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2cosw Ccosw . Senw

f;SAat(w)go(w)dw:Iirm%o flw|>5 [ — p(w) + 2i Tgo(a))— 2i
= Iim(*)O jl‘w

W2

¢()|dw
-2i T2 pw)dw =-2i T2 p(w) (véorprincipal)

1 >€

Ssenw
W?

sat(w) = — 2i

(valor principal)
Comprobamoslaformulade inversion:

1 ~ i 1 . 1 i — _j
Zf;%t(w)e""tdw: Z(_zl)f“z[%@wt_ sen(—w) e |wt]dw

—w

_ i SNw o senwt _1 cosw (1-t)—cosw (1+t) _ 1 cosw (1-t)—cosw (1+t) _
= —— =2 dw= = [P o = — [T dw = sat(t)

w n w? 2 w?

Hallar la Transformada de la derivada y comprobar la férmula correspondiente.

6. Transformada de Fourier del valor principal pv(%) .

tls e< iti <€l

Setienelaaproximacion  lim_o f.(t) = p.v.(%) donde fe(t):{ L

0 s 1t <e 0 1t1 >€

Transformando queda

f= [Croeiotdt= [ elot—eot|at=-2i [ = gy

t t

El limitevale limeo f (w) = -2i g"se“t“ dt=-nisgw)

Luego

T(l) =—misg(w)

t
Laférmulade inversion luce asi

1 M . iwt _ l-cosMt
Zf_M—nl Yw)e'?'dw= ————

que es la aproximante arménica del valor principal .
Graficamos % y su aproximante arménicapara M =5, 10, 20.
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1 1-Cos[5t] .
gl = Pl ot [{t_ t—} {t, -3, 33, P otSter-»{Thlck}];

1 1-Cos[10t] )
g2 = Pl ot [{t_ t—} {t, -3, 33}, Pl otSter—»{Thlck}];

1 1-Cos[20t] )
g3 = Pl ot [{t_ t—} {t, -3, 33, Pl otSter-»{Thlck}];

G aphicsGid[{{gl, g2, g3}}]

7.Transformadade |t].

Para hallar latransformada de Fourier de |t| = j; sg(r)dr=tsg(t) utilizamoslapropiedad F2

F(t sgb) () =iF(sg(1) ' (w) = (3)' =-2w? (derivadadel valor principal)

w

Laférmulade inversion es cierta pues:

. 1 M 2\ ot T 1 M 2 iut) T 1 M 2 .. ot
Mo 5= vaM (Z) et dw=limy,e —5- vaM ;(e ) dw=limy e -5 vaM Site'dw
it (M e“t—e

. wt . it (M 2isen(wt 2t sen(wt
= liMyoe == ~—dw=limy,e -= [ 20 gw= 2 [FZOD gy =t syit) =1

Ejercicio
Mediante la caracterizacion de (%) obtenida en launidad 2

(%)'(90):_2£’°“’(‘”)‘2“’(°)+“’(““) dw

W2

) . C 2y
obtener nuevamente la formulade inversion para (=) .
Ejercicio

Cadlcular latransformada de Fourier de £| 7ldt= % sg(t) t2.

Ejercicio
Resolver ladeconvolucion x = eI = u(t) y comprobarla.
Rta  x(t) =2 [ut)— 6" (1)]

Ejercicio
Resolver ladeconvolucion x = 1t 1=e~1! y comprobarla.
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APLICACION A SISTEMASLINEALES

Consideremos una ecuacion £(x) = M(F(t)) , dondelaentrada F(t) esunafuncion generalizada temperada,
y por lotanto  M(F(t)) también estemperada. Su transformada de Fourier es

pi w) X() = i w) F(w)
donde p(A) esd polinomio caracteristicode £ y g(A) e de M

i) Supongamosque ningunaraiz caracteristicade £ esimaginariapura.
Luego p(i w) noseanula, y dividiendo queda

%(w) = % F(w) = H(i ) F(w)

donde H(i w) tieneinfinitas derivadasy crecimiento alo sumo potencial. Luego H(i w) lf(w) es unafuncion
generalizada temperada, y por lotanto x(t) es una solucion temperada de la ecuacion.

Como ninguna solucién de la ecuacion homogénea £(x) =0 estemperada, X(t) esla Unica solucion temperada.

Para F =6, lasoluciones h(t), y F\(w) = % =H(i w) eslafuncién detransferencia.

ii) Si hay raices caracteristicas con parte real cero, las correspondientes soluciones de la ecuacion homogénea son
temperadas, y entonces en principio, puede haber muchas soluciones temperadas. Ademas queda el problemade si
existe solucion. Ver giemplo 4.

Ejemplo 1

1
(fw+1? °

Laecuacion x"+2x'+x= f(t) esestabley h(w) =

Por latabla h(t)=tetu(t) como podriamos haber calculado directamente en el "tiempo".
S f(t)=e2'", podemos calcular larespuesta mediante la convolucion
X(t) = (tetu(t))* e 2"

0 por inversion

1 4 l,im!
X() = 2r f:o(4+w2) (iw+l)? dw
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0 por tabla, descomponiendo en fracciones simples,

4 1

X(w) = (4+0?) (iw+1)?

Por cualquier camino se obtiene la solucion temperada x(t) = %«22‘ u(-t) + %te‘t - ge‘t + e 2t

Ejemplo 2

Estudiamos mediante transformada de Fourier laecuacion estable X"+ 3x' + 2X =e' u(-t)
Transformando Fourier, despejando y separando en fracciones simples, obtenemos

1 - 11
l-iw)A+iwR+iw)  6(1-iw) 21+iw) 3@2+iw)

X(w) =
Por latabla, la antitransformada es la funcion temperada

X0 = g et U=t + 5 e u) - 5 e u

Ejemplo 3

Consideremos el circuito de lafigura.

(T It

Seal(t) lacorriente de entrada. Laecuacion de lacorriente enlabobina i es:
A T 1
Li"+2Ri +E|_RI (t)+CI(t)
Para I(t)=5sg(t) A, R=1Q ,L=1H y C=1F quedalaecuacion

i"+2i"+ i=106(t) + 5sg(t)
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Transformando Fourier (jw) 2 f(m) +2(jw) f(w) + f(w) =10 +5 J% y despejando

iw=-10-—2—=10(--J)=10(- 2+ 2)=- 2452

w(w-j) w—j 1+ jw 2 jw 1+jw jw
Antitransformando obtenemos la solucién temperada

i(t)=-10e7tu(t) + 5sg(t)

i[t_1:=1f[t <0, -5, 5-10e™]
Plot[i [t], {t, -5, 10}, PlotStyle -» {Thick}]

Ejercicio

a) Comprobar que la cooriente hallada verifica la ecuacion.

b) Verificar que larespuestaal impulso unitariode i"+2i'+ i= () +1'(t) es hit)de =etu(t) .
¢) Obtener lasolucién x(t) convolucionando con larespuesta al impulso unitario.

Ejercicio

En e circuito anterior, hallar lasolucion si la corriente de entradaes 1 (t) = e 11,

Ejemplo4 .

a) Laecuacioninestable x"+ x=4(t) tienelatranformadade Fourier

e+ )R =1 = *(‘”):%(ﬁﬂjw)

2
i(w-a)

Como latransformadade e 2t sy(t) es ylade e~'atgy(t) es resulta que

i(w+a)

la transformada de j—lsg(t) (—et+el)= %sg(t)sent es %(ﬁ + 1+1w).
Luego una solucién temperadaes  x(t) = %sg(t) sent. Otraes h(t) = sent u(t). En este caso

todas las soluciones de la homogénea son temperadasy x(t) = % sg(t) sent = h(t) — % sent.
b) Laecuacién inestable x" - x=§(t) tienetransformada de Fourier
(—wz - l) Xw)=1 = Xw)=-

estemperada y x(t) = —%e’“'

w?+1

Como ninguna solucién de la homogeénea es temperada, x(t) es la Unica solucién temperada.
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El fisico britanico S.Butterworth introduce alrededor de 1930 una clase bésica de filtros que llevan su nombre.

Un filtro ideal con frecuencia de corte wo tiene Hy(i w) = [1_ 4y 0y (@) -

Paracadaorden n buscaunafuncion de transferencia Hy(i w) 1o més cercana posible a filtro ideal.

Laelige de tal maneraque
1

1+(:—0)2n

Hn(iw) > =

Su gréfica es cada vez mas achatada a medida que el orden crece seguin se ve en los gemplos de abgjo ( con wg=1) .

g[n_]:=Plot [(1+w2”)'l, {w, -2, 2}, PI otStera{Thick}]
G aphicsGid[{{g[1], g[2], 9[3]. g[4], g[51}}]

-2 -1 1 2

Vemos que cada vez se parece més a un filtro ideal.

Para estabilidad elige los polos con parte real negativay los ubica sobre la circunferencia | z|= wg .

Procedemos al disefio del filtro de orden 2y 3.

Orden 2
Buscamoslafuncién Hy(2) para wg=1.
Silospolosson a+ib con a?+b?=1y a<0 entonces

1 1 1
H2(2) = (z-a-ib)(z-a+ib) ~ (a2  Z-2az+1 y queremosque
. 1 1 1
Hali w) 2= = =
2l w) | 11-w?-2awii? (1—w2)2+ 482 )2 1+

Elvalorde a debecumplir 1-2w?+w*+ 48%w?=1+w* osea 4a’-2=0 6 a:—%

1

. 1 L1
Luegolasraicesson —— +i — Hy(2) = ———
0 w e Y MPE
2
Para lafrecuencia de corte wg tomamo Hz(i):‘“—0
@Wo 2V2 wyz+ wo?

Entonces esta funcion tiene una gréfica similar ala anterior pero con frecuencia de corte  wy .

Laecuacion asociadaes X"+ V2 wy X'+ wp? X= wp? f(t)

., . . . ., . " R . 1 1
Puede ser laecuacidon deun circuito L RC en seriecon ecuacion desalida v + Ve +EVC=EV(I)
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Sy
STAvAY
. R \/— 1 2 _
Para una frecuencia de corte wg tomamos T= 2 wy , Tc=wo , entonces L =wyg

Estarealizacion del filtrotiene entrada V(1) y salida v¢ .

Orden 3
Buscamoslafuncién Hz(2) para wp=1.
Silospolosson -1 y azxibcon a2+b’=1y a<0 yentonces

H (Z) _ 1 _ 1 _ 1
BT @D a-ibzatib) | (@) (a7 (@+)(Z-2az+1)
N 1 1 1
y queremos que Hi(iw) [*= ] [ afeaer] =i
Luego debe ser (1+ wz)[(l— w2)2 +4a? wz] =1+ ® dedonderesulta a= —%
1 1
Hs(2) = (z+1) (Z+2+1) T Bi22+2z+1
ylostrespolosson -1, —% + gu’.
. . * _ i _ w03
Para |lafrecuencia de corte wg setiene Hs(2) = Hg(wo)— I

Laecuacion diferencial asociadaes X" + 2w X"+ 2w X'+ wgd X = wg® (1)

1H,C=wy'F y R=V2 Q

y por lo tanto

Podemos disefiar un filtro anal 6gico con esta ecuacion. Como debe ser de tercer orden colocamos una bobina

y dos capacitores.
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L as ecuaciones que verifican la corriente en labobina i, y los potenciales en los capacitores v;, Vo son

1
.o T 0 . 1
IL 1 . IL T
Vi[=]¢ TRC, RC vi|+| 0| V®
V2 o L _ 1 |\V 0
RC, RC,
. . P 3 1(1 1 2 1 1 .
con polinomio caracteristico A° + zle+e A+ E’“’ TRe que es internamente estable.
1 2 1 1“2

Lasdida y=v, satisface

---+l(i+i) wy Lo, 1 1 V(b)
y R\C, czy LCly LRClCZy_LRcch

Parahomologarlaa X" + 2wp X"+ 2wp? X'+ we® X=we® f(t) igualamoslos coeficientes y resolvemos
el sistema obteniendo |as siguientes constantes del circuito en términos de la frecuencia de corte

L=s—H, R=2Q, Ci==F, C=F
Wo

Wo

Ejercicio

Probar que Hu(2) = (22—2(yz+1)l(22—2ﬁz+1) con a=- %ﬁ y B= _V2-vz2 y que las cuatro raices

son a+ifB , B+ia quetienen médulo 1.

Ejercicio (Lathi)

En el circuito de lafigura, sean i corrienteen labobinay vi, v, lospotenciaes en los capacitores.
Considere como salida la caida de potencia vg = v, en laresistencia de la derecha.
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a) Muestre que el sistemadel circuito es

1 1
oy [0t T iy (O
1 1 1
Vi | = C CR 0 Vi |+ RC V(t)
L U T A O
CR

con i corriente en labobinay vy, v, caidas de potencial en los capacitores. Muestre que es estable.
b) Halle la ecuacién de tercer orden delasalida vs.
¢) Eligiendo convenientes constantes del circuito demuestre que también realiza € filtro pasabajo Butterworth de tercer
orden.

Ejemplo6 Atenuacion de una sefial sin distorsion

El siguiente circuito permite atenuar sin distorsion, laentrada V(t) enlasalida vc, .

oLed 1

Consideremos|os potenciales en los capacitores vy, v, queestan ligadospor vy + Vv, = V(1) .
Se deduce la ecuacion

R R (C1+Cy) R ,
Bt M F;le 2V vy = R1+1R2 [RoCo V' (1) + V(D]
. RIR(Ci+Cy . .
S —=R = R, C, =K locua equivdea R;C; =R, C, entonceslaecuacion queda
1 2
' —_ Rl [
Kvi'+vi= 22 [KV' (O + V()]

RlR V() queeslaentrada atenuaday no distorsionada.
2

ylaentrada V(t) tienepor sdida wvi(t) =

R+

Usando lafrecuencia setiene

Ry
R+

( Ry Ry (Cy+ Cy) .

i+ 1)H(iw)= —[RCoiw+1]

Ry
Ri+R,

Ry Ry (C1+Cy)

Como RR,

=R, C queda H(I w) =

gue es una constante positivamenor que 1 .
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TEOREMA DEL MUESTREO

Tren de deltas
Dadounpaso T >0 consideramoslasumade infinitas deltas
(=2 6(t—KT)

quesellama"tren dedeltas’ depaso T que esunafuncién generalizada.
Teorema
El transformado Fourier de un tren de deltas es otro tren de deltas. Més precisamente

2n

F (1) (W) = = s (w)

Demostracién
Transformamos una suma parcial

7:[2}2:7n6(t _ kT)] (w) — an:,n@_i koT _ eiwnT Z&:Oe—i kKwT

Es una funcion periédica de periodo ZT—” .

_rn+1

. . P . - _i 1
Ademés una serie geométricafinitaderazon r=e='“T da Zﬂzorsz y por ello
1
20 iwTk 1_e-iw T(2n+1) _ e 1o T(W1/2) LiwT(ne1/2)_,-iw T(n+1/2) _ ienT sean(mE)
EK:O@ T 1eiTe T ieT)2 HOT/2_piw T2 =e enT &

2

y finalmente obtenemos la expresion compacta de esta funcién de periodo ZT—”

FISL 6t—kT)] ()= 202 _p (0T)

sen T w/2

Hacemoslagréficapara n=10y T=1.

Sin[w (n+%)]
n = 10; Pl ot [— {w, -47+0.5, 4x-0.5}, PlotRange » Al | , PIotSter-»{Thick}]
Sinfw/2]
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Se observala periodicidad y también se puede sospechar que en €l limite puede haber deltas en cada ZT—” k.

Para averiguarlo, estudiamos el limite como funcién generalizada:

senw T (n+1/2)

iMoo [ Dn(0 D @) dw= limy, [ Z—— Tp - fwdw
Consideramos ¢(t) con soporte compacto en el intervalo abierto (-7, ).
. senw T (n+1/2) T senw T (n+1/2) w
||mn—>oof:ow¢(w)dw— liMhe f; > [Senw 72 SD(CU)]Cl(U

T . non -z w . . .
Como senw > no se anulaen €l intervalo (—?, ?) ,lafuncién g(t) = e ¢(w) esunafuncion derivabley cero

fuerade unintervalo finito. Por € teorema5 €l limitevale ng(0) = ZT—”cp(O). Luego

Ve

limyo Dn(wT) = 2 6(w) enel intervalo (-Z, X)
Por periodicidad ello ocurre en cada intervalo y se obtiene

limy o Dn(wT) = 2 532, 6(w-22K)
Luego

F(Ir(D) (@) = = Man(w)

g.ed.

Mediante un tren de deltas se obtienen dos cosas importantes.

a) Si f(t) esunafuncion continuatenemos
fOTT ) = 22 f(kT) 6(t—kT)

esel tren de deltas "modulado” por f(t). queequivalea muestreode f(t) depaso T.
Transformando Fourier obtenemos, usando la propiedad de transformada de un producto,

FIFOTrO)] = 5= F(OF WD) = 5= F(F) + ZMar@) = 1 F() £z ()

b) S g(t) esnulafueradel intervalo [—% %] entonces

(@I () = B 9t —kT)

eslafuncion periédicade periodo T con modelo g.
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Teorema del mestreo

Sea f(t) unafuncién continua.

Si lamuestreamosconpaso T, ¢es posible recuperarla desde la muestra?
Segun lo probado tenemos

T FIEO O] @) = | F(Hs e, | @) = B2 F(H (- ZK)

Esunasumadeinfinitas copiasde F(f) (w) trasladadas periddicamente.

Si estas copias no se traslapan, como en la figura de abgjo, entonces sera posible aislar una copiay con ella se puede obtener
f(t) usando laférmulade inversion.

Para que no se traslapen pedimos que 7 (f) (w) esté concentrado en unintervalo [— wg, wo] y elegimosel paso T del

muestreo de tal manera que [-Z, £ > [-wo, wol @ porlotanto wo< % .

Lafrecuencia fisicade un arménico cos(w gt + &), es decir, la cantidad de ciclos por segundo o Hertz, es fg = ;’—; .
Teorema del muestreo

Sea f(t) unafuncién de banda limitada con frecuencia de corte wg, 0 Sea, f(w) =0 S 1wl >wg=2n";.

Eligiendo un paso de muestreo que satisface la"condicion de Nyquist” T < zi se puede recuperar f(t) usando

fo
losvaloresdelamuestra { f(KT): —co<k< oo }.

Si f(t) notienebandalimitada, lo cua ocurre con todas las sefides fisicas, primero se la debe "filtrar" a unafrecuencia
conveniente fo y luego muestrear |la sefial filtrada satisfaciendo la condicion de Nyquist.
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Reconstruccién de una sefial a partir dela muestra.

Para aislar el espectrode f(t) usamosun escaldn finito o filtro ideal:

1 s |w|<£

G ={ ;
T 0 S | (IJ| > _l—_
Su antitransformada es
n Sennt Sennl
i iwt _ i T iwt _ E T _ l T
2n jf:oGzT—ﬂ(w)e dw= 2n L;@ dw= x t T
-

Si se cumple lacondicién de Nyquist, filtrando obtenemos

f(w) =TFE® 1)) @) Gor(w)

sen-t
y antitransformando obtenemos f(t) por la convolucién entre la muestra y }r T

(2]

mt

fO=T[fTOr®] = $ =T  f(kT)ot—kT)=

sen;(t—kT)

fo=2 . fT) —I——

que reconstruye la funcion a partir de la muestra.

Esta es unaformulade interpolacion puesen cada kT todoslos términos se anulan menos uno que da justamente f(kT).
Es importante notar que para reconstruir cada valor de f(t) hay que conocer toda la muestra.

Ejemplo M ostramos un traslapamiento.

1 1
grt_1 :=V\hich[Abs[t] 22,0, -2<t <0, E(t+2), 0<t <2, E(z-t)]

Plot [g[t], {t, -4, 4}, AspectRatio -» Automatic];
Pl ot [g[t +6] +g[t +3]1 +9g[t]+g[t -3]+g[t-6]1, {t, -4, 4}, AspectRatio » Automatic];
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1 Sinft+2x] 3 Sin[t+x] Sin[t] 3 Sin[t-x] 1 Sin[t-2rn]
Pl ot | — + — + + — + — ,

2 t+2nm 4 t +7 t 4 t -n 2 t -2
(t, -6 6x}, Pl otSter—»{Thick}]
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Sinft +2x] 3 Sin[ft+x] 1 Sin[ft] 3 Sin[t-x] Sin[t-2mn]
- + — + — +

|O[ +
t+2m 4 t +7 2 t 4 t - t -2
(t, -6 6x}, Pl otStera{Thick}]

Ejemplos de muestreo de funciones

Ejemplo 1

1-cost

Lafuncion f(t) = esreal eimpar. Si bien no esintegrable, existe latransformada de Fourier

fw)= [T =t eiotat= [Y 22 Cisnwtydt=—i [T gt [T B g

= —isg(w)+i; [T EMEIED) gt o i rsg(w) +i 5 {sY(1+ w) - sy - w)}

Luego
—irsgw) S 1w <1

f(w)z{ 0 s 1wi>1

Vemos que es de banda limitada. Lacondicion de Nyquistdaunpaso T con 1=wg< osea T<m.

x
=
Tomando T =7, veamoscomo se reconstruye la funcion con lamuestra. El muestreo es

2 2

{w-20-20-20,20202Z ..}

sen(t—kT)

Sumamos 20 funciones de muestreo positivasy negativas f(kT) kT

y vemos que casi coincide con f(t) .
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1-Cos[t]
gl:PIot[—, {t, -5x, 5nx}, Pl otSter—»{Thick}];
t
20 2 Sinft -7 (2k+1)]
g2=PIot[Z , {t, -5m 5}, PIotSter-»{Thick}];
kizo k+1) t-mw(2k+1)

Graphi csGid[{{gl, g2, Show[gl, g2]1}}]

Ejemplo 2

Laderivadadela funcion f(t)=

15! es el y par y también tiene espectro de bandalimitado.

En efecto, latransformada ¥ (f ') (w) esimaginariapuray par y vae
F() (@ =(w@=10 Yw) [y ©®

Ademas f'(t)= Se"Tt - (1’:—;’50 y entonces

7_.( 1—COSI) ((,z)) - I_I[—l,l] ((,z)) —nTw Sg(w) I_I[—l,l] ((,{)) =7 /\((1))

2

y tiene también banda limitada. Muestreamos lafuncion 1_t°2°5t conpaso T =r ylareconstruimos.

Mostramos el gréfico de lafuncidn, de lareconstruccion, y de ambos superpuestos.

|65
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1-Cos[t] _
gl:PIot[—z, {t, -5x, 5x}, PlotStyle » {Thi ck}, Pl ot Range -»AII];
t
1 Sin[t] 2 Sin[t -] 2 Sin[t -3 ] 2 Sin[t +)]
g2 =Plot | — + — + + — +
t 72 t - (3 7‘-)2 t -3 72 t +7

2 Sin[t +3n]

, {t, -5 5x}, PlotRange -» Al |, PIotSter—»{Thick}];
(3 n)? t +3 7

Graphi csGid[{{gl, g2, Show[grl, gr2]}}]

-15 -10 -5 5 10 15 -15 -10 -5 5 10 15

Ejemplo 3

Lafunciéon f(t) = se"Tt esrea y par y tiene espectro de banda limitado: f(w) =n[]_1q )

Tomamos T= = =7x. Lamuestraes {.., 0,0, 15,0, 0, ...} y sereconstruye con ellamisma.

Wo

Ejemplo 4

Si una funcién no es integrable pero es temperada con espectro de banda limitado en —wg < w < wp, € paso T debe
verificar ladesigualdad estricta T < = .
Wo

Esto es evidente paralafuncién f(t) =sent quetiene f(w) =in{dw+1)-6(w—-1} y wo=1.
Sitomamos T =nx € muestreoda f(kT)=0 Yy naturalmente con este muestreo no se puede recostruir lafuncién.
Si tomamosel paso menor T =x/2, lamuestraes

{..1,0,-1,00, 1,0, -1,0, ..}

y con ellareconstruimos sent paulatinamente.



gl =Plot [Sin[t], {t, -10, 10x}];

Sin[t-(2k+1) %] Sinft+(2k+1) g]

g2 = Pl ot [i (-1)k
k=0

t-(2k+1)§

t+(2k+l)g

(t, =107, 10 %}, PlotStyl e -» RGBCol or [1, O, 0]];

|

10
g3 = Pl ot [Z (-1)k
k=0

t-(2k+1)§

t+(2k+l)g

(t, -10x, 10 x}, PlotStyl e -» RGBCol or [1, O, 0]];

G aphi csGid [{{Show[gl, g2], Show[gl, g3]}}]

APENDICE |
1 sen%t
Sea g =3 = y gk =g(t-kT)
Setiene
G (@) = e KT Gy (w)
Para k#1 :

(o, g = [T adabddt= = 7§ §@dw= > [Te kT e T dw=0

ypaa k=1:

1

(G, gty = 5= [Tdw= <

Sinft-(2k+1) ’2-‘] Sinft+(2k+1) ’2-']]
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Luego VT ok(t) esun conjunto ortonormal. El subespacio "generado” es justamente e de funciones de banda acotada

enre -2y L 5 o VT gt .
S f(t) tiene banda acotada entre —% y % : f(w)=0 para |a)| >$

o= [T fOVT gddt=

gl—b‘:f((l))mdw: \g__jri?gf(w)elkdew:ﬁf(kT)

1 SnZ(t-kT)

sen = (t-k T)
fO=TX. fkDa®=T3,fkT) ¢ L

=y f(kT) ———

%(t—kT) %(t—kT)

APENDICE Il Sobreel calculoderesiduos

Desde el punto de vistadel calculo, el residuo de unafuncién f(z) enunasingularidad aislada a es el coeficiente
delapotencia (z— a)~! en e desarrollo de Laurent alrededor de a, es decir, si

f@=35 wa@-a* = Resqa(f)=a,
Cuando la singularidad es un polo, se puede intentar encontrar ese coeficiente escribiendo:

f(2) = 92

~ (zar

con g(z) anditicaen a. Observamosquesi g(a)+0 e poloesdeorden r .

Desarrollando en Taylor g(z) hastaorden r — 1

g2=9@+g'(@((z-a)+ 2—1| g"@zZ-a%+...+ ﬁ g D@ (z-a)t+..

setiene el desarrollo de Laurent de f(z) concentroen a

9@  g@ 1 g'@ 1 ¢ Y@
(z-a) (z-a)1 2l z=ay2 (-1 za

f(2 =

gue nos da
Resa(f) = 3 0@

Esta eslaférmulabésica para el calculo de residuos.
A veces se presenta asi:



ReSa() = 5 liMya [(z- @) (2]

Situacion 1 Polo simple
Si lafuncion tiene laexpresion  f(2) = g entonces Res,_, f =g(a)

Observemosquesi g(a) =0, nohay polo, pues f resultaanaliticaen a

Ejemplos a) Paracalcular Reszzo(g) escribimos
2 2 2 9(2) 1
Bro Bz o 22 _ 99 Reso(iE)=g0)=2

senz z—%zst.. - z(l—izer...) z
1 3!
b) Paracacular Res,; é factorizamos Z-1=(z-1)(Z+z+1)

[ _ ﬁ
S =9 =

e? e? a2
—_— = — = R627
2-1  (@-)(R@+z+1) z1 =1

S f(»= % con g(2 analitica conuncerosimpleen a probar que

senz z 2+2-2
131

d) Cacular Res,._

Situacién 2 Polo doble

Silaexpresibnes f(2 = % , con g(2) analiticaen a, ladesarrollamosen Taylor y queda

f(2)= @ 9@, > Res,.o f =g'(a)

(z-a)? z-a

Observamosques g(a) + 0 € poloesdobleperosi g@=0 y g'(@)+0 el poloessmple.

En cualquier caso, laformula anterior da el residuo.
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Ejemplos a) Paracalcular Res,_g ;—Z escribimos

= ==2 con g(2 =

-2z

y derivando obtenemos Res,-g ;n =g'(0)=-4

2z

b) Paracalcular Res,_g 1‘;‘;‘1“ escribimos
1zcosz 1-2(l3Z4pZe)  leze o 02
etz Z(1-17+...) B 2(1- 1) 3
Luego Res, 1;251 =g'(0)=-1
oS f(@= % con h(z) analiticaen a con un cero doble entonces

h@=h'(@@=0y h"(@+0 vy

1
1 1 92 1 . —zh"@
— = = = ReSa;5=9 (@=-—"—

ha@ (z-a? (5 '@+ o h"(@) (z-a) +..) - @ap

No es Util recordar estaférmulapero si e método.

ztgz

d) Calcular Reszz_l[ﬁ] y R&ezzo[i

Situacion 3 Las mismasideas valen en genera

Paracalcular Res,—1 ﬁ escribimos
-1

1 1 _ 9@

#-1P @13 (Zez1) @D°

donde g(2=(Z+z+ 1)’3 ; z=1esunpolotriple pues g(1) 0.

Trabajosamente pero en formametodica calculamos g" (1) y

1 1

-1 s
(#-1f 2

9"M= %(;)= 27

Res,_;

Usamos el programa para hacer el célculo.
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glz_1:= (22+z+1)_3
{9' [z], 9" ' [z], 9" ' [1]}

{ 3(1+2z) 12 (1+22z)? 6 10}
(l+Z+22)47 (1+Z+22)5 (1+Z+22)4, 27
Por otro lado, el mismo programa calcula el residuo en forma exacta.
1
Residue[—, {z, 1}]
(22-1)°
5
27

Calculo deresiduos en forma aproximada

Cuando un polo se calcula por métodos numéricos, €l célculo es inexacto y no se puede aplicar el méodo desarrollado
anteriormente.
Por g emplo:

1
Xx+1

Calculamos j_"; dx mediante un semicirculo en €l semiplano superior obteniendo:

1 Iy . 1
Lo;x4+x+ldx_27”2|m(z)>0 Reszi (z4+z+l)

1
Z+z+1

Paravers f(2= tiene polos en el semiplano superior calculamos los ceros del denominador.

NSoIve[z4+z+l==0, z]

{{z— —-0.727136 — 0.430014 i}, {z > —0.727136 + 0.430014 i}, {z— 0.727136 — 0.934099 i}, {z - 0.727136 + 0.934099 i}}

Sevendospolossimples z ~-0.727+0.430¢ y 2z, ~0.727+0.934;
¢Cbémo calcular los residuos en esos polos ?

Si integramos el desarrollo de Laurent de f(2) en a alolargo de unacircunferencia de radio
r pequefio obtenemos:

f‘z_a‘zrf(z)alz:mwck paer (z-a*dz=c_127i =27ni Res,_, f

Cuando € nimero a se conoce en forma aproximada, el programa Mathematica utiliza el calculo aproximado de la
integral paraevaluar el residuo:

Res,, f = —— flzfalzr f(2)dz

2ri

En nuestro gjemplo tenemos:
73 ~-0.727+0430i y z ~0.727+ 0.934:

<<Nurmeri cal Mat h” NResi due”
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1

2 n i NResi due[ , {z, -0.727 +0.430 1'1}]
z%+z+1

2.17388 + 0.970161 i

2 7 i NResi due[ , {z, 0.727 +0.934 i}]
z4+z+1

0.509664 — 0.970161 i

%24 + %28

2.68355 — 6.66134x 1071

Comparamos este resultado: 2.68355 con el calculo numérico de laintegral

1

NI ntegrate[ , {x, -100, 100}]

x4+ X +1
2.68354

Uso delosresiduos para €l calculo deintegrales

Elegir en forma adecuada una regién acotada que depende de uno o mas nimeras, tal que integrando en una parte de su borde
nos aproxime laintegral, en otras laintegral se conozcay en las desconocidas tienda a cero.

Ejemplo
_ 1
[ _ﬁ“—mdx

Sead sector angular Qg ={z: 0<Arg[z] <§7r, 11 <R} .Hay unpolosmplede i enzO:%(1+\/§i)

Por €l teoremade los residuos s-dz= ZmReszo( ) 27r|i

faﬂ 231 372

Suborde 9 Qg estdcompuesto de dos segmentosy un arco circular:

Iy : zth)=t, 0<t<R positivo
ly: nt)=7°%t, 0<t<R negativo
Cr: 2z3(0) = R(cosf + isen6) positivo

. 1 - 1
IlmR%oLREdz=0, I|mRﬂ,<,fIlz3l —K—dt—l y

2P dt=22 [* 5= dt=2?

. 1 R
liMRs e flzﬁdz_ (ZOZ)

2ri _ 27 _ 2nm

3(z2+z) 3vV3i 3V3

Luego (1—202)I:27ri3—;2 > 1=

Comparamos este valor con € célculo aproximado de laintegral .
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2n

/I N
3V3

1.2092
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1

NI ntegrate[ , {t, O, 40}]

t3+1
1.20889

EJERCICIOS

1. Determinar la transformada de Fourier de las siguientes funciones y, mediante la formula de inversion,
describir la aproximacién arménica.
a e2tu), a>0
b) e@lY, a>0

1 t
C [ —_—
) +t? (24 1)

d) et) , [h-1,4® . te®)

€ COS(RZ—t) [T-19®
f) Ay A'(D)

2. Sea f(t) absolutamenteintegrableen R .
a) Si f(t) espar probar que f(a))=2£’of(t) coswtdt
b) Si f(t) esimpar probar que f(w):—Ziﬁf(t)senwtdt
c) S f(t) es red y par entonces f(w) esred ypay p(w)=006n
d) Si f(t) esrea eimpar entonces f(w) esimaginariapuraeimpary ¢(w) =+ %

Comprobar estas propiedades con las funciones del gjercicio 1 que correspondan.

cosat s —-M<t<M
0 s |t|>M
Calcular su transformada de Fourier y observar qué ocurre cuando M — oo
b) Hacer lo propio con una onda seno de duracion finita.

3.a) Sea f(t) unaondacoseno deduracionfinita f(t) = {

4. Sea f(t) rea y absolutamenteintegrable en R

a) Mostrar que f (w) = f (—w) yconcluir que A(w) espary ¢(w) esimpar.
b) Deducir que en cadapunto t, donde f(t) esderivablevalelaformuladeinversion

f(to) = = [;*Aw) cosl w o + p(w) | dw



¢) Paralasfunciones del gercicio 1, halar A(w)y ¢(w) y expresarlas mediante b)

5. Sobre las propiedades. Expresar las transformadas siguientes en términosde 7 (f) :

a F(ft-a)) "traslacion en el tiempo"

b) F(f(kt) ,k>0, "reescaamiento en e tiempo"
c) F(f(-t) "inversion en el tiempo"

d) F(fmeP) "traslacion en frecuencias”

6. Aplicar lasreglas del gercicio anterior &

Flek); FAt-a); FEe-) ; Fet-a)

7. a) Escribir lardlacién entre #(f) y F(f ') y comprobarlapara A(t) y e 2t u(t)
b) Comprobar las siguientes igual dades que ilustran distintas propiedades de la transformada de Fourier
F(exe) = F(e)?
F (-0 * o, 1) = F(Th-1,0) F ([0, 1)
FA" * A) = F(A)? = -w? F(A?
F(e 2t ulh) = o= F (et ut) = F (et u(h)

8. Calcular latransformada de Fourier de z; y de
'+ 2t+2

1 .

™" usando residuos y comprobar la
T

formulade inversién.

e 2# , a>0

9. a) Seala gaussiananormalizada gy(t) = !
a

1
a2 w?

Probar que [T gaydt=1 yque g w=e 2
b) Usando @) probar que la convolucién de dos gaussianas es otra gaussiana:

Oa#0p=0c donde a?+b?=c?
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¢) En general, las gaussianas trasladas verifican

=a+
Gut-0) s ot~ f=gt—y donde | 1P

2=a?+b?

Sugerencia:
1
1 o2

Ver

2

1
Usar ques g(t) = ,sesdbeque Gw)=e 2 ‘“2. Hacer cambios de escalas.

10. &) Calcular T(Se:at)

Sugerencia. Escribir sena cosg = %[sen(a + B) + sen(a — B)]

b) Sea fwy=0 para w1 > wp >0 encuyo caso decimos que tiene banda limitada.
Probar que s a> wg entonces

senat

f(t)« :

=xf)

11. Hallar unaférmulapara F[f(t+a) + f(t—a)]

12. Para Xx"+4x'+3x=f'+2f buscar la salida causal.

a) Mediante la Transformada de Fourier hallar larespuesta a impulso unitario.
b) Por convolucion y por transformada de Fourier, hallar larespuestaa f(t) = et u(t)

13. Mostrar que lafuncién f(t) = @ no es integrable e impar pero, como funcién generalizada tiene

transformada de Fourier dada por f (w) =i n{ [l-1,0 (@) = Tlo, 1) (@) } gue esimpar e imaginaria
pura. Comprobar laférmulade inversion.

14. Sea f(t) = sat(t) la"funcién saturacion”
a) Cacular F(f ') y obtener gréficamente la aproximacién arménicade f ' (t)
b) Comprobar laférmula F(f ) (w) =i wF(f) (usar latransformadadel escalon).
¢) Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier, calcular F(f ") y obtener las
aproximaciones armonicas correspondientes.

15. Sealaaproximaciondel coswot=limpy_e [T_m m (1) COSwot

Calcular, mediante esta aproximacion, latransformada de Fourier de coswqgt y ver que coincide conladadaen el
texto.
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16. Cacular latransformada de Fourier de:
a) u(t—1) usando lapropiedad del corrimientoen t.

b) sen’t, sen3t y sen’tcost hallando sus desarrollos arménicos mediante
sent= (et - et y cost=1(elt+e )
2i 2
c) 't u(t) usando lapropiedad de corrimientoen w .

d) sen(wpt) ut) y cos(wpt)u(t) usando c) .

-lsit<-1
e f@t)=|sen gt s —-1<t<1l descomponiéndolaen suma de funciones adecuadas.
lst=1l

17.8) Sea F(t) = ['_f(r)dr=fxu laprimitivade f(t) quevale 0 en —co.

Cacular F entérminosde f .
b) Aplicar laparte @ alafuncion f(t)= A(t) y hacer todaslas gréficas.

18. Usando Fourier hallar la transformada de Laplace inversa de i (usar residuos) .

19. Utilizando laigualdad de Parseval demostrar que

a) jf:o 1 dt:g b) j_‘):o(se%t)zdt=ﬂ C) EQsenTte—tdt=%

(1422

20. Comprobar lasigualdades y graficar todas las funciones que aparecen:
a  F(M_iy® cos%t) = % F(Mgy @) = T(cos%t)

b) F (o * U) = F(Toap)- F W)

21. Comprobar las igualdades
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(20 = et+3)«sgt) y F(sal(21) = F(eft + 3)) F (sgb)

22. Hallar latransformada de Fourier de i1t1=1 sg(t) y comprobar laférmuladeinversién

23. Si f(t) tienebandalimitada —5000herz < w < 5000 hertz
¢cOmo hay que muestrearla para poder recuperarla desde la muestra?

24. Hallar lafuncién cuyatransformada es f (wy=e trw [1-a 4 (w) Y tiene bandalimitada.

TABLA DE TRANSFORMADASDE FOURIER

1 r[[—a, al ® ZSeZaw

1- cosw
2. At) 2( T)

1 t

3. n_ se?a l—I[_a,a] (w)
4. the 2tuct) Re(a) > 0 —

@+iwm™
5. t"edtu(-t)  Re@>0 L

@-iwm
6. gt Re(a) >0 L

as+ w

e 1w

7 e 2 21 e 2
8 5(t) 1

0. 1 271 6(w



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

u(t) % + 71 o(w)
sy 2
8(t - tg) e 1@ = costgw — i sentyw
e @ot 271 6(w — wg)
COSwo t m{0(w + wg) + 6(w — wo) }
Senwot im{d(w+ wg) — 6w — wg) }
: ~i 7 Y(w)
f) =22 . ce @t 2738 Ckd(w— Kwo)
Tk () =52 6t -KT) [ (@) = Z 5 o(w-k Z)

TABLA DE TRANSFORMADASDE FOURIER

I_I[—a, al (t) Zse:)aw
D. 8 1.
D. 6 1
D. 4 "
p- 2 /\
A0 5 5 i\
T 5 \VA AV,
1- cosw
e 2( 222)

.

5 10
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1 t
3 T Se?a [T-aa (@)
.8
.6
4
A\ 2
N0 \5
\/ 2 2 4
4, the-aty(t) Re(a) > 0 —
@+iwm
5. t"edtu(-t) Re@>0 con
@-iw™
6. e—a\ ti Re(a) >0 aziawz
1
1/5
1
0.5
& 2 2 4

7 e 2”
8 o(t) 1
2
1.5
0.5
Y 12

0. 1 27 6(w)



Unidad 4-2.nb |81

=
g o N

10. u(t) pv(%) +78(w) = lim_g-

e+iw

40

zo\
0.6
0.4 2 -11 1 2
0 2 - 20§
-40

11. sg(t) pv(%):limﬁm %
12. 8(t - to) e ¥ = costyw — i sentyw
13. el wot 271 6(w — wp)
14. CoSwg t T {0(w + wp) + 6(w — wp) }
1

0.8

0.6

0.4

0.2

1 -0.5 0.5 1

15. Ssenwg t im{d(w + wg) — 6(w — wg) }

ARV L
Ty
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16. p.V.(%) —i 7 sg(w)
17. HHOED o e wot 27 3% Ck0(w — Kwp)
18 Th ) =5 8t-kT) [ (@) = 2 32 o(w -k ZZ)




