UNIVERSIDAD NACIONAL DE QUILMES
DEPARTAMENTO DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
MATEMATICA AVANZADA

Unidad 5 SENALESY SISTEMAS DISCRETOS. TRANSFORMADA Z.
Sefiales discretas. Gréficas. Algunos subespacios.
Ecuaciones en diferencias lineales. Solucion general de la ecuacién homogéneay no homogénea.
Condicionesiniciales. Estabilidad interna. Criterio de Schur-Cohn. Discretizacion de ecuaciones
diferenciales. Respuesta al impulso unitario y a escalén. Convolucion: calculo y propiedades.
Estabililidad externa. Transformada Z y Z. : propiedadesy calculo. Aplicaciones. Extensién a
sistemas lineales en diferencias. Estabilidad, observabilidad, controlabilidad.

SENALESDISCRETAS

Unasefial discreta es unasucesion de nimeros x[n] , —co < N < oo .
El conjunto $ de sefiales discretas es un espacio vectorial con las operaciones usuales de sumay producto por nimeros.

Ejemplos
, 1s n=0
a) Ladeltadiscreta 6[n] ={ 0s nz0
P 1s n=0
b) El escalon unitario u[n] :{ 0 n<0
i ns n=0
¢) Larampadiscreta r[n] :{ 0s n<o

1s npsnsm

d) Unescalonfinito []p, o, [N] = { 0 enlosdemés n

€) Potencias de un nimero r real ocomplgo "

Ejercicio

Sean ryq, ..., rs nimerosdistintos.
Probar que las sucesiones discretas r,", ..., rs" son linealmente independientes.
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Atraso o adelanto de sefiales

Sea Xx[n] unasefia discreta y ng un entero.
Entonces x[n—ng] esunretraso delasefial s ng>0 yunadelantosi ng<0

. 1s n=-1
Ejemplos 5[n+1]:{ 0sins-1 esel adelantoen 1 dela 6
l1s n=2 3 L
u[n—2]:{ 0§ n<2 es €l atraso del escalén unitarioen 2

Ejercicio

Probar que las sucesiones 6[n—Kk], —oo <k < oo, sonlinealmente independientes.
Describir el subespacio que generan.

M uestreo de funciones

Algunas sucesiones discretas aparecen al muestrear funciones f(t) conunpaso T: x[n]= f(nT).

Ejemplo

Muestreamos lafuncion x senx en €l intervalo [0, 2x] conpaso 0.2 y graficamosla muestra.

Tabl e[x Sin[x], {X, 0, 2 0.2}]
Di scretePlot [x Sin[x], {Xx, 0, 2x, 0.2}]

{0., 0.0397339, 0.155767, 0.338785, 0.573885, 0.841471, 1.11845, 1.37963, 1.59932,
1.75293, 1.81859, 1.77869, 1.62111, 1.3403, 0.937967, 0.42336, -0.186797,
-0.86884, -1.59307, -2.32506, -3.02721, -3.66062, -4.18705, -4.57098, -4.78159,
-4.79462, -4.59396, -4.17293, -3.53509, -2.69469, -1.67649, -0.515154}

Gr éficas

L as sefiales discretas se grafican con "estambres' como se ve en €l gjemplo anterior.
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Di scretePl ot [UnitStep[k], {k, -5, 5}, PlotStyle -> PointSize[0.03]]
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Di scretePl ot [k UnitStep[k], {k, -5, 5}, PlotStyle -> PointSize[0.02]]




4| Unidad 5.nb

X[n_]:=Wich[4<n<7, 1 8<n<11, 0, True, 0.5];
Di scretePl ot [x[k], {k, 0, 14}, PlotStyle -> Poi ntSi ze[0.02]]
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Sefiales finitas, causales, acotadas, periddicasy otras
a) Unasucesion x[n] sellama finita si escero salvofinitos n.
Forman un subespacio que se puede describir asi
Si={X[n e S: existe N talque x[n]=0 s ini >N}
Una base de este subespacioes 6[n—K], —co<k<oo.
Una manera practica de anotar una sucesion finita es dando lalista ordenada de valores y especificando
qué valor tomaen el punto 0 mediante un subindice 0.
Ejemplo

Lasucesion x={1, 0, -3, 4, 2y, 0, 1} esfinitaconvaor x[0] = 2.
Se puede escribir también asi

X[n]=d6[n+4] — 36[n+2] + 46[n+ 1]+ 2d[n] + d[n—2]

Un escaldn finito [Ting, nyy [N es una sucesion finita

b) Unasucesion sellama causal s vale O enlosnegativos: x[n]=0 s n<O0.
Forman un subespacio
S, ={xX[n]: XxIn]=0 s n<0}.

Por gemplo, 6[n] , u[n] , r[n] soncausaes, pero 6[n+ 1], {-1, 0, 2, 1} noloson.



¢) Unasucesion x[n] sellamaacotada si existeun nimero M tal que 1 x[n]1 <M.
L as sucesiones acotadas forman un subespacio S, .

Lasucesiones d[n], é[n+1], u[n], 2 "u[n] sonacotadaspero r[n], 2" nolo son.

d) Decimos que unasucesion x[n] tieneperiodo p>0 s x[n+ p]=x[n] .
Entonces cualquier mltiplo positivo k p estambién un periodo. Més alin se puede considerar
el periodo minimo. Setiene el subespacio de |as sucesiones periddicas de periodo p.

Sp=(xneS: xin+pl=xpl)

Mostrar que tiene dimension p.

Ejemplos
a) x[n]=(-1" tiene periodo minimo 2

Di scretePlot [(-1)%, {k, 0, 12}, PlotStyl e - Poi nt Si ze [0. 03]]
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b) xn]= sen(z%k) tiene periodo minimo 3

2k
Di scretePl ot [Sin[ ] {k, 0, 123}, PlotStyl e -» Poi ntSi ze [0. 03]]

051

—-05¢+

¢ Xn]={1lp, 1, -1} =6[n] +6[n— 1] — 6[n— 2] extendida con periodo 3 se puede escribir
XNl =>2_(8[n-3kl+dn—-3k —1]-6[n-3k —2] )

d x[n]=sen 377” tiene periodo minimo 8 y su gréfica esla que sigue.

Unidad 5.nb |5
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Di scret ePl ot [SII"I[ ] {k, 0, 16}, PlotStyle - PointSize[O. 03]]
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Conlafuncién Mod creamos funciones periddicas

Di scretePl ot [Mod[n, 5], {n, 15}, PlotStyle - PointSi ze[0.03]]
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Di scretePlot [ Mod [n®+n, 10], {n, 15}, PlotStyle - Poi ntSi ze [0. 03] ]

6 @ [ ] [ ]

€) Las sucesiones que tienden a cero en € infinito: lim, .. X[n] =0 forman otro subespacio Sy .

1
m+1"’

Por gemplo: 27 27"yln] .



Di scretePl ot [m
1+ Abs [k]

06

. tk, -18, 18}, PlotStyl e - Poi nt Si ze [O. 03]]
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Di scretePl ot [27AK] (k, -10, 10}, PlotStyle - Poi ntSize [0.03]]
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f) Unasucesion x[n] sellamasumableol; s >3 _ . 1X[n]1 esconvergente.

Estas sucesiones forman un subespacio $; =1;.
Porgemplo 2™"u[n] , 2™ sonsumablespero % u[n-1] no.

g) Unasucesion x[n] sellamade cuadrado sumableo |, odeenergiafinitas >3 _ 1 X[n] 12 < oo
Estas sucesiones forman un subespacio S, = I,.

. 1 1
Por giemplo —uln] es de cuadrado sumable pero — uin] noloes.

Ejercicio

a) Probar que St ,S,, Sa, S2, 61, S0 son subespacios de dimension infinita

b) Probar las siguientes inclusiones entre subespacios y mostrar que son estrictas:
S cS1 €6, c S C S, y Sp € Sa

) Describir S N 6., S + 6., 61N S

Ejercicio

a) Si dossucesiones x;[n], Xp[n] tienen periodos eventualmente diferentes p;, p, probar que una combinacién
lineal c1 x¢[N] + C2 Xo[N] y €l producto x;[n].xo[Nn] tienen periodo p = menor mdltiplocominentre p; y p».

b) Mostrar que el periodo minimode (-1)" sen (%”) es 3 ygraficarla

¢) Mostrar que el periodo minimo de  sen ( in)- Zcos(%”) es 24 y graficarla
¢) Mostrar que el periodo minimo de senz(gnn) es 5 yede senz(gnn) cos(%nn) es 10.

d) Hallar e periodo minimo de |sen(§nn)|—cosn7r y graficar.
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Ejercicio

a) Probar que S, esun subespacio que tiene un producto escalar  ( x[n], y[n] ) = > _., X[n] y[n]

b) Mostrar que Io%u[n—l] y 2°'™ son de cuadrado sumable pero IO%U[n—l] y 2-"noloson.
n

Sugerenciapara a)

Usar que 1abi < % ( ra +1b? |) para ver que la serie que define el producto escalar es absolutamente convergente.

ECUACIONESLINEALESEN DIFERENCIAS
Unaecuacion en diferenciaslineal deorden s esdelaforma

a X[n] +a; X[n—=1] +...4asX[n—S] =bgd[n] + by d[n—=1] +... + by d[n—r]
dondelas & y b; sonconstantesrealesy ap.as#0.

Lasucesion d[n] sellamaentrada. S d[n] =0 laecuacion se llamahomogénea.

Unasolucion esunasucesion x[n] pertenecientea $ que verificalaigualdad para cada n.

Ejemplo 1
a) —% X[n] + Xx([n—1]=2" esde primer orden no homogénea
b) 2x[n]+x[n-1]-x[n-2]=0 esdeorden2 homogénea

c) —-x[n]+ %x[n— 1]+ %x[n— 3]=2d[n]—d[n-1] esdeorden 3 nohomogénea

Ejemplo 2
x[n] = %[(—1)n — 1] essolucién de laecuacion no homogénea x[n] — x[n— 1] = (-1)" pues

X[ = x[n - 1] = Z[(-D" - 1] - 3[-D" - 1] = Z[(-D" - (<D™} = 2 (D" H-1- 1] = (-D)"

Ejercicio
a) Comprobar que x[n] =2" essolucion de laecuacion homogénea 2 x[n] + X(n—1] — x[n—2] =0

b) Comprobar que x[n]= — % (-1)" essolucién de laecuacion no homogénea  x[n] + 3x[n—1] = (-1)"
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M étodo deiteracion pararesolver la ecuacion

Sea
ag X[n] + a1 X[n— 1] + ....+as X[n—s] = d[n]

unaecuacionlineal deorden s. ag #0 y ag 0.

Principio bésico.

Si se conocen s valores sucesivos de una solucion, la solucién queda perfectamente determinada.

En efecto, supongamos que conocemoslos s vaoressucesivos Xx(k], x(k+1], ..., x[k+s—-1] .

Como ap + 0 podemosdespejar e término X[k + s] delaigualdad
agX[k+s] +a; X[k+s—1] + ....+as x[k] = d[k + 5]

Luego iterando podemos conocer X[k + s+ p] paratodo p=0.
Por el otrolado, como ag+ 0 podemosdespejar x[k — 1] delaigualdad

agXk+s-1]+a; Xlk+s-2] +...+as X[k — 1] =d[k + s— 1]

eiterando podemosdeterminar X[k —q] paracada q=0.

Ejemplo
Consideremosla ecuacion de orden 2 homogénea
2X[n]+X[n=1]-X(n-2]=0 con x[-2]=1, x[-1]=0

Calculamos algunosvaloresde lasolucion  x[n] mediante iteracién hacia atrés y hacia adelante.
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yIk_1:=2y[k+2] +y[k+1]
y[-11 =0; y[-2] =1;

1
X[n_]:= E (-x[n-1] +Xx[n-21)

X[-2] =1; x[-1] =0;

gl = DiscretePl ot [y[k], {k, -5, -1}, PlotStyle -» PointSize[0.02]1];
g2 = DiscretePl ot [x[k], {k, 0, 10}, PlotStyle - PointSize[0.02]];
GraphicsGid[{{gl, g2}}]
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Ejercicio
Considere la ecuacion de orden 1
X[n]+Xn-1]=1 con x0]=0
Por iteracion halle lasolucion en el intervalo [-5, 5] y grafiquela. Observe que resulta de periodo 2 .
Teorema

1. Las soluciones de una ecuacion homogénea de orden s forman un subespacio vectorial de $§ dedimension s.
2. Si X, esunasolucion particular de lano homogénea entonces la solucion general s X=Xy + X CON Xg

una solucién arbitraria de la homogeénea.

Demostracion

1. Esfé&cil comprobar que las soluciones de |a homogénea forman un espacio vectoria .
Demostraremos que tiene dimension < . Lo hacemos para una ecuacion de orden 3.

Lascondiciones x[1] = a1, X[2] = @, X[3] = a3 determinan una solucion de la ecuacion de orden 3
aXn+axin—-1]+axin—2]+azgx[n-3]=0

Paralosvalores consecutivos x[1]=1, x[2] =0, x[3]=0 sea xy[n] lasolucion.
para Xx[1]=0,x[2]=1, x[3]=0 sea Xy[n] lasolucion
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ypaa X[1]=0, x[2]=0, X[3]=1 sea x3[n] lasolucion

a) Veamos que estas 3 soluciones son linealmente independi entes.
S a1 X1[N] + a2 Xo[N] + a3 X3[n] = 0 eslasolucion nula
Evaluandoen n=1 queda a; =0, en n=2 queda a,=0,yen n=3 queda a3=0-
b) Veamos que generan todas las soluciones. En efecto, sea x[n] unasoluciony sean
X[1] =c1, X[2] =cy, X[3] = c3 tresde sus valores consecutivos. Entonces la combinacion lineal
€1 X1[N] + C2 Xo[N] + €3 X3[N]  €s una solucién de la homogénea que tomalos mismostres valores
consecutivos que X[n] y porlotanto soniguales: Xx[n] = ¢; X¢[N] + C; Xo[N] + €3 X3[N] .

2. Para demostrar este punto basta usar que la diferencia de dos soluciones de la ecuacion no homogénea es una
solucion de la homogénea.

g.ed.

Base de la ecuacion homogénea. M étodo de Euler

El "método de Euler" permite encontrar una base explicita de la ecuacion homogénea.
Parafijar mejor lasideas |o exponemos para una ecuacion de orden 3:

apX[n+axin-1]+a x[n—-2]+azx[n—-3]=0 con agaz+0
Buscamos soluciones de tipo exponencial  x[n] =r" con r # 0. Lareemplazamos en la ecuacion:
aorm+a Ml +arm2+agr2=0=r"3(agr3+a;r>+a,r+as)
Como r+0 sedebecumplir agré+a;r2+ayr+az=0.
Este polinomio se llama polinomio car acteristico delaecuaciony por ser ag+ 0 esdegrado 3.

Tienetresraices si las contamos con su multiplicidad y son no nulas pues ag # 0.

Caso 1 Tresraices ditintas.

a) Silastressonreales ry, rp, r3  obtenemostres solucionesdistintas ri", ro", r3" .
Es fécil ver que son linealmente independientes y como €l espacio de solucionestiene
dimension 3 es una base. Luego toda solucion es combinacion lineal de la base

X[N]=cyri"+cor" +cary”

b) Si unaraiz r, esreal y dos son complejas conjugadas, las escribimosasi  pe*®.
Tenemos las soluciones 11" y  p"e*'"® = p"(cosna +isenna).
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Separando parte real e imaginaria quedan tres soluciones reales y se comprueba que son
linealmente independientes. r,"; p"cosna ; p"senna .
Lasolucion general es

XNl =cy "+ ¢, p"cosna + c3 p"senna

Caso 2 Raices repetidas

a) Unaraizrea r, dobleyotrasimple r;.
Unasolucién asociadaa ry es r," y veamos que otra es nr,". En efecto

an+3)ri"+a;(N+2) 1™ +a(n+Hri™ +aznr =
nr"[aor®+ay ri?+apry +ag| + 11" 3agri? + 2ayry + @ =0

y ambos corchetes dan cero pues r; a ser raiz doble anulaa polinomioy a su derivada.
Se compruebaque r,", nr.", ry" son linealmente independientes y por lo tanto forman una base.

b) Unaraiz real triple r;.

Entonces r; anulael polinomio caracteristico y sus dos primeras derivadas, lo cual por argumentos similares
al del caso anterior, permite demostrar que r.", nry", n?r," son soluciones de la homogéneay forman base.

De lamismamanera una base explicita de la homogénea de orden s se encuentra por el método de Euler.
Si laecuacion caracteristicaes  agrS+a; r5! + ...+as=0 que sefactoriza con susraices:

aors+arsle L +a=ag(r—r)k ... (r=rok y Ki+..+k=s
una base de la homogénea es

ri"onrg ™, NN " ", ,nfelr,n e onre ™, L, nkelpn

Ejemplo 1

a) Laecuacion
XN+ XN-1]-Xn-2]-xn-3]=0

tiene raices caracteristicas r =1 simple y — 1 doble. Las soluciones son

X[n]=cy + (=" +cz3n(=1)"
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b) Laecuacién
XN+ XNn-1+Xn-2]+xn-3]=0

tieneraices caracteristicas r=-1, +1.
Las soluciones reales de la ecuacion homogénea son

x[n]:cl(—l)"+czcosng+cssenn%
quetienen periodo 4. Para ¢; =0, c;=1, ¢, = -2 setienelasolucion de periodo 4
T T
Table|in, Cos|n —[-2Sin|n —|}, {n, 0, 10}
[{n cos[n ] 51} ]
{{0! 1}! {1! _2}1 {21 _1}1 {31 2}! {41 1}! {5! _2}! {6! _1}1 {71 2}1 {81 1}1 {91 _2}1 {101 _1}}

Di scret ePl ot [Oos[n f] -2Si n[n z] {n, 0, 10}, PlotStyle - Poi ntSize [0. 02]]
2 2
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¢) Laecuacion
XN —xn—-1]+xn-2]=0

tiene soluciones reales cpcosn % +Cysenn g que tienen periodo 6.

Paa c;=1, c;=-2 da



Di scret ePl ot [Oos[n z] -2Si n[n z] {n, 0, 123}, PlotStyle - Poi ntSi ze [0. 02]]
3 3
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Ejemplo 2

Problema de los conejos de Fibonacci.

Supongamos que una pareja de conejos produce una nueva pareja cada mes'y los recién nacidos se vuelven
fértiles alos dos meses. Si se empieza con una pareja de recién nacidos, ¢cuantas parejas habraen el mesn ?
Sea p, lacantidad de paregjas en lageneracion n .

Para |os primeros meses se tiene

Po=p1=1p2=2 p3=3; ps=5

En general, en el mes n estarén las paregjas del mes anterior més las parejas recientes producidas por las
del mes preanterior:

Pn= Pn-1+ Pn-2

pl0]1 =p[1] =1; p[n_]1:=p[n-1]+p[n-2];
Tabl e[p[n], {n, 0, 20}]

{1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946}

1-v5
I = .

r2—r—1= 0 conraices >

Laecuacion caracteristicaes

l+\/?
n=——Y

Lasolucibnes ph,=ciri"+cyrp" con c;+C=1y cirp+crp=1

1-+5 1+5

+(1l-c) ==
2

Sol ve [c

{{c-

1, c]

—1+\/§
2vV5

})

Unidad 5.nb |15
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-1+v€] [1-v5—]” [1 -1+€] [1+«/5_]“
245 2 245 2

Tabl e[p[n], {n, 0, 10}] // N

pin_1:= [

1,1, 2,3,5,8, 13, 21, 34, 55,, 89.}

Ejemplo 3

a) Setieneuna"escalera’ de resistencias como en lafigura. Se quiere determinar la corriente en cada resistencia.

Feee

1
=z
o

AVAYAY

o

2R

S ik eslacorrienteenla k — ésimaresistencia horizontal entonces Riy + R(ix — ixr1) = R(ik_1 — ik)
ik+1—3ik+ik_1=0 2<k<n-1

Es una ecuacién en diferencias de orden 2 homogénea.

Ademés setienen las condicionesenlosbordes Ri;+R(i1—i2)=V y Rip+ Rin=R(in1—1in)

que dan

2ij-ip= %y 3in—in1=0

Lasolucion genera de lahomogénea es

W:“CN€Y+BGWEY

2 2

Imponiendo las dos condiciones de borde se hallan las constantes «, 8 .

Si son 20 mallasy %: 2 entonces queda el sistemalineal para hallar las constantes

Za(3+‘/€)+2,8(37ﬁ

2 2
: : 3+\/§) +ﬁ(3—\/§) +2

2 2

3+V5 19 3-vV5 19
o[ n(=7)

R
11
R
—_—

w
R
—
w
+
3
S
[N)
o
+
w
=
—
?
3
S
[N
o
Il

Resolvemos este sistema en forma numérica:
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2 2 2 2

345 [3+vs—]2] [3-v€ [3-v?]2]
- +B 12 - = 2,

ol ve [{a [2

> > > == 0}, {a, ﬁ}] // Chop

[ [3+€]20 [3+'\/5_]19] [ [3_\/5—]20 [3_'\/5_]19]
a |3 - 5 +B (3 -
{{a >0, B-3.23607}}

3-v5
2
0. 381966

// N

Luego i = 3.23607 x 0.381966
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5
Table[S. 23607 [ ] ok, 1, 20}] // Chop
{1.23607, 0.472136, 0.18034, 0.0688838, 0.0263113, 0.01005, 0.00383876, 0.00146628,

0.000560068, 0.000213927, 0.0000817127, 0.0000312115, 0.0000119217, 4.5537 x 10°~°,
1.73936 x 10°°, 6.64375x 1077, 2.53769x 107, 9.6931x 108, 3.70244 x 1078, 14142 x 108}

2
Verificamos las condiciones de borde: 2y —ip = 2 x 3.23607 (—3_‘25 ) - 3.23607 (3_\/?) =2

3i20—i1920.

b) Si laescaleraesinfinitaentonces las condicionesde borde son: 2i; —is = % Yy liMp,ein=0

\% \%
=% = [=~1618 %

Ejercicio
a) Halle una base de soluciones de |as ecuaciones

X[n]+Xxn-1]1=0 2xX[n]+ X(n-1]=0 X[n]+ X(n=-1]+2xn-2] =0 2X[N)+2Xn-1]+xn-2] =0

b) Hallelasolucion de x[n]+2x[n—1]+ x[n—2] =0 queverifica x[0]=1, x[1]=-1

¢) Cuantovale a s laecuacion 2x[n]+ax[n-2]=0 tienepor solucién i" .

Ejercicio
Si unaraiz caracteristica r estriple pruebe que n?r" es solucion de la ecuacion homogénea.

M étodo de Euler paraencontrar una solucion particular dela no homogénea
Sea la ecuacién no homogéneade orden s:

ag X[n] + a; X[n—1] + ....+4asX[n—s] =d[n]
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Sealaentrada d[n] =rg" con rq real o complejo.
Si ro no esraiz caracteristica proponemos una solucién del mismotipo x[n] = krg".
Si ro esraiz caracteristicasimple, se propone x[n] = knrg™: "hay resonancia’.

Sea d[n]=nry".
Si rg no esraiz caracteristica se propone unasolucion particular - X[n] = (kg + kg n) ro" .
Si rg esraiz caracteristica simple se propone una solucién particular  x[n] = (k1 n+ ko n2) ro".

En general se puede demostrar el siguiente resultado previsible.

Teorema
Sea py(n) unpolinomiodegrado k y ro un ndmero no nulo.

Si ro esunaraiz caracteristicade orden t> 0 delaecuacion homogénea agx[n] +a; x[n—1] + ...+asx[n—s]= 0
entonces una solucion particular de la ecuacion

o X[n] +ay X[n— 1] + ...4asX[n—S] = px(n) ro"

esdelaforma x[n] =n‘qx(n)re” donde ge(n) esun polinomio adecuado de grado < k.

Demostracion
A cargo del lector.

Ejemplo 1
Paralaecuacion x[n]— x(n—-1]+2x[n-2]=(-1)" ,como -1 no esraiz caracteristica, proponemos
unasolucién particular delaforma  xp[n] =k (-1)" . Reemplazandola en la ecuacién obtenemos

KD+ 2k (=D)L + 2k (D)2 = 4k (-D)"

L uego unasolucion particular es  xp[n] = % =D".

Ejemplo 2
Parala ecuacion X[nN] = x(n—1]+ X[n—2]=n como 1 noesraiz caracteristica, proponemos
una solucion particular delaforma  xp[n] = ky + ko n . Reemplazandola en la ecuacion obtenemos

lasolucion particular Xp[n] = 1+ n. Todas las solucionesson  x[n] = 1+ n+ ¢; cosn % +Cpsenn % )

Ejemplo 3

Parala ecuacion X[N] —4x[n—1]+3x[n—-2]=n, como 1 esraiz caracteristica simple, proponemos

una solucion particular delaforma  xp[n] =n(a + bn) . Reemplazandola en la ecuacion obtenemos
Cear[a, bl; an+bn?-4 (a(n-1) +b (n-1)?) +3 (a (n-2) +b (n-2)?) // Sinplify
-2 (@+2b (-2+n))

Paaquesea -2(a+2b(-2+n))=n debeser a=-1, b=—%.

., . 1
Unasolucion particular es xp[n]=-n - 7 n?.
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Ejercicio

Cadlcular todas |as soluciones de
d xnj+;xn-1+;xn-2]=1

b) xinl-Sxin-1]+:xin-2]= 3
C) X[n]—%X[n—l]+%x[n_2]:2in

d) x(n]-2xn-1]+xn-2]=(-1)"
e) XN+ xn-1]-2x[n-2]=2n
f) x(n]+2x[n-1]+ x(n-2] =(-1)" Rta x[n] = % n2(-1)" + ¢, (=)™ + ¢ n(=1)"

ESTABILIDAD INTERNA

Unaecuacion linea en diferencias se dice estable internamente si todas las soluciones x[n] de la homogénea tienden
acerocuando n tiendea +oo @ limy, 4o X[N]=0.

Por gjemplo, laecuacion  x[n]+2 1 x[n—1]=0 esestableinternamente pero x[n]+x[n—1]1=0 noloes.

Estudiaremos condiciones para que sea estable internamente.
Para ello es conveniente recordar €l siguiente resultado de andlisis matemético.

Lema

Sea z un ndmero complgocon 1z1 <1.

Entonces para cadanimero natural p laserie > ,nP 2z esabsolutamente convergente.
En particular €l término general tieneacero:  limy,,, NPz"=0.

Demostracion

Por €l criterio del cociente para series

(n+1)Pz™

lim
N— + co NP, z"

. 1\P ; n
=lim . o(l+-) 121= 121 <1 = laserie Ty nPizI" converge

En particular su término general tiendeacero: lim,, ., NPZ'=0.
g.ed.

Teorema
Una ecuacion en diferencias lineal es internamente estable si y sdlo si cada raiz caracteristica tiene valor absoluto menor que
1
Demostracion
=) Supongamosque es internamente estable y que r; esunaraiz caracteristica, entonces r;" essolucion dela
homogéneay por lotanto limy, , ;" = 0. Luego necesariamente 1rj1 <1.
<) Reciprocamente, si cada raiz caracteristica r; tiene valor absoluto menor que 1, por el lemaanterior,
lim5e NPri" =0 paracada p natural. Luego como cada solucién de la homogénea, es combinacion lineal
de sucesiones de laforma nPr;" , también tienden a cero y la ecuaci 6n entonces es internamente estable.
g.ed.
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La pregunta natural 1legados a este punto es la siguiente.
¢Cuéndo un polinomio real ménico p(2) = 2" + a; 2" + ...+ a, tiene todas sus raices en el disco unidad ?

Una condicién necesaria se obtiene a factorizar €l polinomio con susraices «;
P+t =T 2Z-a)=2"— (a1 + ... +an) 271 + .+ (—ay) .. (—ap)
Luego ap=(-1)"aj...an yentoncesesnecesarioque 1a,1 <1.

Pero esta condicion no es suficiente como muestrael polinomio 22— z— % Cuyas rajices son % (1 + \/?) .

M étodo de la aplicacién confor me

Transformando el disco unidad en el semiplano mediante una aplicacion conforme se puede usar €l criterio de
Routh-Hurwitz para estudiar €l problema planteado. Lo haremos primero paragrado 2 .

Teorema
Un polinomioreal degrado2 p(z)=Z +az+b tienesusdosraicesen 1z <1 siysolos

-1<b<1l,1-a+b>0,1+a+b>0

Demostracion
La transformacién conforme % =w transformael disco 1z1 <1 ene semiplano Re(w) <0 yla

transformacion inversaes z= 3 .
Un polinomio p(2) degrado n tiene todas susraices en el disco unidad si y sdlo si lafuncién racional p( lliv‘C')

tiene todos sus ceros en el semiplano Re(w) < 0.
En el caso del polinomio de grado 2 del enunciado esta funcion es

p(%):(%)z+aﬁv+b= ﬁ[(l—a+b)wz+2(1—b)W+(l+a+b)]

L os ceros de esta funcién son losdel numerador qw)=(l—a+b)w? +2(1-b)yw+ (L+a+b)

=) S p(2) tiene susraices en el disco unidad entonces b1 <1y lasraicesde q(w) tienen parte real negativa.
Por Routh-Hurwitz, como el coeficientede w es 2(1-b) > 0, los otros dos coficientes de q(w) deben ser
también positivos:
l-a+b>0, 1+a+b>0.

<) Reciprocamente, s —-1<b<1, 1-a+b>0,1+a+b>0 entoncespor Ruth-Hurwitz q(w)
tiene sus raices con parte real menor que cero y entonces p(2) tiene susraices en el disco unidad.
g.ed.

Un gréfico en el plano de los coeficientes nos muestra que para estabilidad interna el punto (a;, a;) debe
estar dentro del tridngulo de lafigura.
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Plot [{1, -1+Xx, -1-Xx}, {X, -2, 2}, PlotRange -» {-1, 1}, AspectRatio -» Autonatic]
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Ejercicio

a) El polinomio 2 + %z— % tiene susraicesen 1z1 < 1 pues cumple las condiciones anteriores.
b) El polinomio 2 + z+k tienesusraicesen 1z1 <1 siyslos O<k<1.

c) Paraqué valoresde k e polinomio 22+kz+§ tienesusraicesen 1z1 <1.

d) Idempara Z+kz+(1-K)

Podemos aplicar el mismo método a polinomiosde grado 3 y 4.

Transformamos el polinomio p(2)=Z2"+a,1 2" 1 +..+a, enlafuncién racional p(f_r—"v:) cuyo numerador

es el polinomiodel mismogrado qWw) = (1 +W)" + an_1(1 + W) (1 = W) + ... + ag(1 — w)".

Entonces p(2) tienetodassusraicesen e discounidad |z| <1 siysolos q(w) lastieneen el semiplano u<O0.
Aplicamos entonces € criterio de Ruth-Hurwitza q(w) .

Orden 3 Transformamos el polinomioreal ménico Z2+bzZ +cz+d
y hallamos | os coeficientes del polinomiotransformado q(w)

g=(1+W3+b (L+w2 (L-w) +c (1+w) (1-w)?+d (L-w)?3 // Expand
l+b+c+d+3w+bw-cw-3dw+3W-bw-cwW+3dwW+w-bw +cw -dw
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al = Coefficient [q, W]

bl = Coefficient [q, W]

cl = Coefficient [g, w]

dl=q/. w=0

blcl-aldl // Expand // Sinplify

l1-b+c-d
3-b-c+3d
3+b-c-3d
l+b+c+d

-8 (-1+c-bd+d?)

Utilizamos el criterio de Ruth-Hurwitz a q(w) .

Si fueran todos los coeficientes menores que cero, sumando el primero con € tercero obtendriamosque d > 1 lo cua no
puede

ocurrir en estabilidad. Luegosi 2+ bz +cz+d esestable deben ser todos mayores que cero y se deben cumplir las cinco
desigualdades

1-b+c-d>0, 1+b+c+d>0, 3-b-c+3d>0, 3+b-c-3d>0, 1-c+bd-d?>0
y reciprocamente. Hemos demostrado el siguiente.

Teorema
Un polinomiorea degrado3 p(2=Z+bZ+cz+d tienesustresraicesen 1z1 <1 sy silos sus coeficientes

verifican las cinco
desigualdades

l1-b+c-d>0, 1+b+c+d>0, 3-b-c+3d>0, 3+b-c-3d>0, 1-c+bd-d2>0

Ejemplo
Averiguamos para qué valores de k ¢ polinomio 2+ 72 +kz- 19—0 tiene sus raices en el disco unidad.

9
a; =1; az =k; ag = - —;
1

Reduce[{l+a;+az+azs >0, 1-a;+a-as >0,
3-a;-a,+3a3>0, 3+a;-a,-3asz >0, a32+a2<a1a3+1}, k, Reals]

9 71
-— <k <-—

10 100
Por gemplo, tomando k= -0.8 hallamos|as raices y comprobamos que estan en el disco unidad.

NSol ve [z +2%-0.82-0.9 =0, z]

{{z > -0.96152 - 0. 224767 i}, {z - -0.96152 + 0. 224767 i}, {(z > 0.923039}}
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Abs [z /. %]
{0.987441, 0.987441, 0.923039}

Orden4 Z+bZ+cZ+dz+e

Pp=L+W*+b (1+w3 (1-w) +c (1+wW2 (L-w)2+d (1+w) (L-w3+e (1-w)* // Expand

l+b+c+d+e+4w+2bw-2dw-4dew+6wW -2cw +
ew 4w -2bw+2dw-d4ew+wW-bw+cw -dw rew

al = Coefficient [p, w!]
bl = Coefficient [p, W]
cl = Coefficient [p, W]
dl = Coefficient [p, w]
el=p/. wo0

l-b+c-d+e
4-2b+2d-4e
6-2c+6e
4+2b-2d-4e
l+b+c+d+e

blcldl-di?al-blelal // Expand // Sinplify

2 (38+b3+l5d—20d2+3d3+b2 (-4+2c-3d-24e)-c?(2+d-2e) -
42e-18de-8d°e-38e”-de®+42e®+2c¢c (-14+3d+d°+24e-5de-10e?) +
b(l+c?-d?-2c (3+2d-5e)-14e+17e”+8d (4+3e)))

No pueden ser estos coeficientes todos menores que cero pues sumando el segundo con el cuarto setendria e>1 locua no
puede ocurrir en estabilidad.
L uego se deben cumplir |as seis desigualdades

1-b+c-d+e>0, 1+b+c+d+e>0,2-b+d-2e>0, 3-c+3e>0,2+b-d-2e >0,

38+hb3+15d-20d?2+3d3+b?2(-4+2c-3d-24e)-c2(2+d-2e) -
42e-18de-8d?e-38e?-de? +42e3+2¢(-14+3d +d? + 24e—-5de- 10€?) +
b(1+c?-d?-2c(3+2d-5¢e) - 14e+17€?+8d (4+3¢)))>0

Teorema Un polinomioreal degrado4 p(z=Z'+bZ+cZ+dz+e tienesuscuatroraicesen 1z1 <1 siysolos sus
coeficientes verifican las
seis desiguladades anteriores.

Ejemplol Veamosque el polinomio Z* + %23+ 2+ %z+ % cumple |as desigual dades.

Ademas mostramos sus raices y €l valor absoluto de las mismas.
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1 1 1
b=—,c=1,d=—; e = —;
2 2 2
{1—b+c-d+e, 4-2b+2d-4e, 6-2c+6e, 4+42b-2d-4e, 1+b+c+d+e,

2(38+b%+15d-20d*+3d%+b? (-4+2c-3d-24e)-c? (2+d-2e) -
42e-18de-8d°e-38e*-de*+42e’+2c (-14+3d+d*+24e-5de-10¢€?) +
b(l+c?-d?-2c (3+2d-5e)-14e+17e*+8d (4+3e)))}
s =NSolve[z*+bz®+cz?+dz +e, Z]
Abs[z /. s]
23

3 7
{5' 2, 7, 2, S 7}

({z > -0.475468 - 0. 621671 i}, {z - -0.475468 + 0. 621671 i},
(z > 0.225468 - 0. 874889 i}, {z — 0.225468 + 0. 874889 i}}

{0.782652, 0.782652, 0.903475, 0.903475}

Ejemplo2 Veamosque el polinomio 7* + %ZS+ 2+ % no cumple las desigual dades.

Ademés mostramos sus raices y €l valor absoluto de las mismas.
1 1
b=— ¢=1;,d=0; e = —;
2 2
{]_— b+c-d+e, 4-2b+2d-4e, 6-2c+6e, 4+2b-2d-4e, 1+b+c+d+e,

2(38+b%+15d-20d*+3d®+b? (-4+2c-3d-24e)-c” (2+d-2e) -
42e-18de-8d°e-38e’-de?+42e%+2c (-14+3d+d’+24e-5de-10e?) +
b(l1+c?-d°-2c (3+2d-5e)-14e+17e*+8d (4+3e)))}

s=NSoIve[z4+bz3+czz+dz+e, z]

Abs [z /. s]

(2, 1, 7, 3, 3, -3}

({z>-0.5-0.866025 i}, {z > -0.5+0.866025 i},
(z>0.25-0.661438 i}, {z - 0.25+0. 661438 i}}

{1., 1., 0.707107, 0.707107}

Ejemplo3 Averiguamos para qué valoresde k e polinomio Z* + %z3+ Z+kz+ % cumple las desigual dades.

1 1
b=—; c=1;, d=k; e = —;
2 2

Reduce[{1-b+c-d+e >0,
4-2b+2d-4e>0,
6-2c+6e >0,
4+2b-2d-4e>0,
l1+b+c+d+e >0,
2 (38+b%+15d-20d*+3d®+b? (-4+2c-3d-24e)-c® (2+d-2e) -42e-
18de-8d*e-38e’-de’+42e®+2c (-14+3d+d*+24e-5de-10e?) +
b(l1+c?-d*-2c (3+2d-5e)-14e+17e”°+8d (4+3e))) >0}, k, Reals] // N

0. 0636108 < k < 1. 27593

Ejemplo
Averiguamos para qué valores de k ¢ polinomio 2+ 72 +kz—- 19—0 tiene sus raices en el disco unidad.
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9
a; =1; a =k; azg = - —;
1

Reduce[{l+a;+az+az >0, 1-a;+a-as >0,
3-a;-a,+3a3>0, 3+a;-a,-3asz >0, a32+a2<a1a3+1}, k, Reals]

9 71
-— <k <-—

10 100
Por gemplo, tomando k= -0.8 hallamoslas raices y comprobamos que estan en el disco unidad.

NSol ve [z +2%-0.82-0.9 =0, z]
{{z > -0.96152 - 0. 224767 i}, {z > -0.96152 + 0. 224767 i}, {z - 0.923039}}
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Abs [z /. %]

{0.987441, 0.987441, 0.923039}

M étodo de Schur-Cohn

Un método alternativo es uno propuesto por Schur y Cohn 'y que pasamos a describir.

Sea pn(2=2"+a, 2" +..+a, unpolinomioreal ménicodegrado n con a, + 0.
Hemos visto que si tiene susraices en €l discounidad 1z1 <1 entonces |a,| <1.
Definimos un polinomio real ménico p,_1(2) degrado n— 1 mediante laigualdad

Pr(@ = 81 2" pn(3) = (1- a?) Zpn-1(@
Luego en lacircunferenciaunidad |z|=1 setiene, suponiendo |an| <1,
| (@ - (1-22) z2pna@ | = [ @ 2 pu(3) | < [ B(3) | = | @ |

La tltimaigualdad es cierta pues en lacircunferenciaunidad z1=7 ycomo p,(2 esun
polinomioreal setiene pn(z) = pn(2) = pa(2) yporlotanto | pa(z2)|= | pa(2) |-

Por el teorema de Rouché dado en €l apéndice, e polinomio ps(2) tienesus n raicesen |z| <1 siysolos
(1-a?)Zpn-1(2) lastieneahi, osea, siysdlosi py-1(2) tienesus n-lraicesen |z| <1.
Hemos probado €l siguiente resultado.

Teorema de Schur-Cohn
Sea |ay| <1. pn(2) tienesusraicesen 1z1 <1siysdlos py_1(2) tienesusraicesen 1z1 <1.

Usando iteradamente este teorema se encuentran las condiciones para que un polinomio de grado arbitrario tenga
susraices en € disco unidad. En cada iteracién se obtiene una desigualdad.

Aplicacion de este criterio

a) Para p(2)=Z+a;z+a, setiene

Pa(2) — 8 2 pz(z’l):(l—azz)z(z+ & ) > p@=z+ 2

1+a, l+a

Si 1ax1 <1 entonces py(2) tienesusraicesen el discounidad siy sdlos pi(2) = z+ 1i1a latiene ahi .
2

Estoocurresiy sblosi |ai| < |1+ ay].
De esta manera reencontramos las condiciones dadas por € método anterior para polinomiosde grado dos.
b) Para ps(d=Z+a1 2 +apz+ag setiene

1) _ 2 Q-3 ag B ag _ a;—ay ag a,—a; ag
3 3 3 3
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Si 1az1 <1 entonces p3(2) tienesusraicesen d discounidad siy sdlosi py(2) lastieneali.
Aplicamos las condiciones halladas antes para  p»(2) y encontramos las tres condiciones

lag| <1 , |a-aag| <l-a® y |a-&ag|<|l-ag®+a—azas|

Teorema
Un polinomioreal y ménicodegrado3 p(2 =2 +a1 2 +a,z+ag tienesusraicesen 1z1 <1
sysolos |ag| <1, |@-aag| <l-a®y |a-aas|<|l-ag?+a—aag].

Ejemplo

El polinomio 22+ 72 +kz-0.9 tienesusraicesene discounidads ysolos b verifica
|k+09] <1-09° y  |1+09k|<[1-09*+k+09]

0sea -109<k<-0.71 y -09<k

Luego -09<k<-0.71.

Por giemplo, tomando b= - 0.71 seobtienelaraiz —0.95+ 0.31225i quetiene valor absoluto 1.
ytomando b=-0.9 seobtienelaraiz —1 quetienevalor absoluto 1.
Podemos usar € programa para resolver las desigualdades.

9

a; =1, a, =k; ag = -—;
Reduce[

{Abs[az] <1, Abs[az -a;az] < 1-a3z?, Abs[a;-aras] < Abs[l—a32+a2—a1 az]}, k, Reals]

9 71
-—<k<-—

10 100

Ejemplo

El polinomio 22 + (0.2 + k) 22 + z+ 0.46 tiene susraices en el discounidad si y slosi k verifica
[1-(02+k)046| < 11-046°1 'y 102+k-0461 <1-0.46°+1-(0.2+k) 0.46

Resolvemos estas desigual dades con el programa.
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2 46
a; = —+k; az=1; az = —;
10 100
Reduce [
{Abs[as] <1, Abs[a;-ajas] <1-as? Abs[a;-azas] <Abs[l-az’+a,-ajas]} k, Reals]
13 67
— <k <« —
50 50

Luego k debe cumplir ;—‘?’ =026<k<134= %

Ejercicio

a) Mostrar que los polinomios 2 + 22 + z + % y Z2-72+ %z+ %tienen susraicesen 1z1 <1.
b) Paraquévaloresde k € polinomio 2 -7+ kz+§ tienen sus raices en ¢ disco unidad.

Rta: —% < k< —%
¢) ldempara Z+ (04-k) Z2+k z+ 03 Rta -0.15< k < 0.792308

Ejercicio

Para un polinomioreal ménico p4(z) de grado 4 hallar el polinomio ps(2) dado por el esquema de Schur-Cohny
describir las condiciones para que las raices estén en el disco unidad.

RESPUESTASA LA 6
Sea h[n] larespuestacausal ala & delaecuacion
ao X[N] +a X[n—1] + ....4+ag X[n — s] = d[n]
Por razones de claridad, lahallamospara s= 2 aunque el méodo propuesto es general. Setiene

agh[n] + a; h[n-1] + a, h[n- 2] =§[n]

Luego poniendo sucesivamente n=0y n=1 obtenemos h[0] = % , h[1] = —%

Sea xg[n] lasolucion de la ecuacion homogeénea asociada que verifica esas condicionesiniciaes
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%o[0] =

&=

Entonces h[n] = xg[n]u[n] verificalaecuacién pues
ag h[0] + a; h[-1] +a, h[-2] = ap x[0] = 1
ao h[1] +a; h[0] + & h[-1] = ag Xo[1] + a1 Xo[0] = O
ypara n=2

agh[n]+a;h[n-1]+a, h[n- 2] =ag Xg[n] + a; Xg[n— 1] + ax Xg[n—2] =0

Todaslasrespuestasala § sondelaforma h[n] + yg[n] donde yg[n] es unasolucion de la homogénea.

Ejemplo
Paralaecuacion x[n] — x[n—1] + % X[n—2] =d[n] setienelasolucién delahomogénea
XnN=c; 2 "+con 27"
Laqueverifica x[0]=1, X[1]=1 es X[n]=(1+n)2™". Luego
hin]=@+n)2"u[n]

Todas lasrespuestasala 6 son A+ M2 "un]+c 2" +con2™"

Ejercicio
Cdcular h[n] para & Xx[n] + x[n—1] + x[n—2] =d[n] b) 6x[n]-5x(n-1]+ x[n-2]=d[n]
C) x[n]—x[n—1]+%x[n—2]:d[n] d) x[n]+2x[n—1]+2x[n—2]=d[n-1]

e) X(nl+2x[n-1]+ x[n—2]=d[n] —2d[n- 1]

CONVOLUCION DISCRETA
Dadas dos sucesiones x[n] e y[n] definimosla convolucién
(s y)[n] = 232, XKl y[n—K]
siempre que la suma sea convergente.
Por giemplo
(x= 0)[n] = 22 _ . X[K] [n — K] = X[n]

Por lotanto § esunaunidad paralaconvolucion.
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Teorema de existencia.

Sea X € §; esdecir >>*_ 1xXkli=L<oo.

a) Si y esacotadaentonceslaconvolucién xs=y existey es acotada.

b) S y estden S; entonces xxy estaen S; .

Demostracion

a) Sea 1y[k]t <M . Entonces >p__, i x[Kl 1 1y[n—K]1 <M X ixkli=ML<eo
Luego laconvolucion existeencada n'y 1 (x=y)[n]1 <ML .

b)Si y estaen S;c S, , porlaparte anterior existe xxy y ademés

Zr’YI:—M F(X=y[n]r < Z'YI:_M QR 1XIKT 1 1y[N—=K] 1)

= T XK (I oy YN =KD < (5 1 XIKT D (S 1 YIKT ) < 00

locua pruebaque xxy estaen S; .
g.ed.

Célculoy propiedades de la convolucion discreta

L as propiedades son analogas a | as propiedades de la convolucion continua:
asociativa, conmutativa, distributivarespecto delasumay §[n] eslaidentidad.

Para calcular unaconvolucion x=y podemosemplear el mismo método que en el caso continuo:
1. hdlar lasmétricade y: y[—k]

2. correrlaalaposicion n @ y[n—Kk]

3. hacer los productos  x[k] y[n— k] y sumarlos.

Ejemplo 1

Calculamoslaconvolucion  u = o4 del escalon unitario con el escaldn unitario finito entre Oy 4.
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x[n_J:
y[n_]:

If[n<0O, O, 11;
If[0<n=<4, 1, 0];

n
(x*y)In_1:= ) x[ilyn-il
i=0

DiscretePlot [ (x xy) [k], {k, -4, 8}, PlotStyle -> PointSize[0.02]]

5t e o o o o
4* °

3* °

2* °

1

Ejemplo 2

Calculamos la convolucion de dos escal ones unitarios finitos: [ 4 * [712)



Unidad 5.nb |33

x[n_J:
y[n_]:

If[0sn<4, 1, 07;
I1f[7<n<12, 1, 07;

n
(x*y)In_1:= ) x[ilyn-il
i =0
DiscretePlot [ (x xy) [k], {k, -2, 20}, PlotStyle -> PointSize[0.02]]
5k L)

4+ [} °

Ejemplo 3

Calculamoslaconvolucion {-1, 0, 1o, 2, 1} = sen(%”)
Escribimos {-1, 0, 1y, 2, 1} = —6.[n+ 2] + 6[n] + 26.[n— 1] + 6.[n— 2] y usamosas propiedades

(-1,0, 10, 2, 1+ sen() = —sen(™27) + sen(F) +2sen("27) + sen(T27) = sen( ") - 208 )

Ejercicio

Calcular y graficar las convoluciones
a) {2,-10,1,0,2} % {2, -1, Op}

b) nux [f_1q

¢ {-1,0, 1,00} * u[—nj

d) {1, 2,0, -1} = [T 2

e -D"x [l2q

f) u2-n]x2"un]

Ejercicio
Comprobar que ({-1, 1o, 0, 1}* u)[n] =6[n+ 1] + uln-2]

Ejercicio
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Si x[n] esfinitao absolutamente convergentee y[n] esdeperiodo p probar quelaconvolucién xx y
esdeperiodo p.

Ejercicio

a) Demostrar las propiedades enunciadas de la convolucion.
b) Unasucesionesparsi v[-n]=v[n] yesimparsi v[-n]-v[n]
Probar que la convolucién de dos pares o dos impares es par, y que la convolucién de una par
y unaimpar esimpar.
¢) Si dos sucesiones son causales la convolucion existe y es causal y esta dada por una sumafinita:

(x= YNl = Yp_oX[K] y[n - K]

d) S x e y sonfinitas probar que la convolucion también esfinita: x, y € S = Xxye Sy

n
Di scretePl ot [Z (1+k) 27k
k=0

N| -

(1+(-1)"*), {n, 0, 20}, PlotStyle - PointSi ze [0. 02]]

22 , ° ° ° ° ° ° ° °
20/
18 f ° ° ° ° ° ) [] °
16/
14

12}

Teorema sobr e estabilidad

Paraunaecuaciéndeorden s: ayXx[n] + &y X[n— 1] + ....+asXx[n—s] =d[n] son equivalentes:

a) laecuacion esinternamente estable;

d) para cada entrada acotada todas | as salidas son acotadasen n=0.

Demostracion

a =b)

Si esinternamente estable cada raiz caracteristicatiene valor absoluto menor que 1.

Larespuestacausa a §[n] esdelaforma h[n] = (py(n)r;" + ...+p(n)r") u[n] con ciertos polinomios
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pi(n) de grado menor que lamultiplicidad de laraiz caracteristica rjy |ri| <1.

Elegimos un nimero 0<a<1 talque |ri| <a, .., |rs| <a Yy entonces paraaguna costante k
| pin) 1" | = | p.(n) | a'<k a" pues limn,.e pi(n) ( D=0 (=1 .,1.

Luego | h[n] | <tkan Yy 2o thiklr =tk a= —< co.

Sea d unaentradaacotada: |d[n]| <M . Laconvolucion x[n]= (h=d)[n] =32 h(k]d[n—-Kk] es
absolutamente convergente y define una solucidn que es acotada pues

IX[n]| = 332l hk]| [d[n+p—k]|= M 33,[hlk]| <oo.

Como toda solucion es la sumade esta solucion y una de lahomogénea  qi(n) r," + ....+q(nN) ri" que es acotada
para n= 0 resultaque todas las salidas son acotadas para N> 0.

b) = a)

Para la entrada nula las salidas son la del homogéneo. Unaraiz caracteristica r no puede tener médulo mayor que 1 pues
no seria acotada. Tampoco puede tener médulo 1 pues laentrada r" es acotada pero como hay resonancia una salida

es no acotada. Luego la ecuacién es internamente estable.

g.ed.
Teorema "Entraday salida periddica”
Sea h[n] larespuestacausal ala 6[n] de unaecuacion internamente estable
ag X[n] + a1 X[n— 1] + ....+as X[n—s] = d[n]
Parauna entrada d[n] deperiodo p laconvolucién x=hx d esunasolucion de periodo p delaecuacion
y eslaUnicasalidade periodo p.
Demostracion
Como de$, esacotada y como el sistemaesinternamente estable, laserie x[n] = 22 h[k] d[n—K] es
absolutamente convergente y define una solucién. Ademés
X[n+ pl =2 ohikldn+ p—Kkl =22 ohlkl d[n—k] = x[n]
Larestade dos salidas de periodo p esunasalidadel homogéneo que es de periodo p y como se desvanece para
n—- +oo Luegosetiene Xx[n]=x[n+ p]=......=X[n+kp] Y unaconstante que tienede a cero es cero.
g.ed.

Nota Si x[n] esunasolucion cudquieray Xp[n] eslasalidaperiodicaentonces X[n] = xp[n] + Xg[n] con Xo[n] salida
del homogéneo. Luego para n grande x[n] estacercaa xp[n] .
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Ejemplo 1
Laecuacion x[n] — x[n—1] + % X[n—2]=d[n] esinternamente establey h[n]=(1+ n)2"u[n]

Paralaentrada d[n] = %(l+ D" ={..1,0,13,0,1,0,1, ...} deperiodo?2 setiene

X[n] = 52 ohik] din — K] = 3520 (L+ k) 27 2 (1+ (-1)"Y)

a) Sumando la serie obtenemos  x={ .., %,(20)0, Lok ... deperiodo 2.

b) Otra manera més sencilla de obtener la solucion de periodo 2 es buscéndola directamente.
Sean susvalores x[0] = X9, X[1] = X;. Entonces X[2] = Xg, X[3] =Xz .

Delaecuaciénpara n=2 y n= 3obtenemos xo—x1+%xo=1 y xl—xo+%x1=0

Resolviendo el sistemaanterior queda xg = 29—0 , X = 19—6

Ejemplo 2
Laecuacion x[n] + % X[n—1] =sen g n esinternamente establey h[n] =(-1)"2"u[n] .

Laentrada d[n]=sen %n: {..0,-1,00,1,0 -1,0, ...} esdeperiodo4 y

x[n] = Sohlkl dn - K] = 52o(-D* 27  sen £ (n—k)
a) Sumando |a serie obtenemos  x={ ... ., (%)0, ..} deperiodo 4.

b) Buscamos directamente la solucion de periodo 4.
Sean susvalores X[0] = Xg, X[1] = X1, X[2] = X2, X[3] = X3. Entonces x[4] = Xo, X[5] =X, €tc.

Delaecuaciénpara n=1, 2, 3 obtenemos

1 1 1 1
X1+5x0=1, X2+5x1=0,x3+5x2=—1, x0+5x3=0

I
|
|
&
I
|
[0

Resolviendo el sistemaanterior queda xg = é , X1 = g, Xo s

Ejercicio
a) Hallar lasolucion periédicadelaecuacion X{n] - 3 X(n— 1] = 1+ (-1)"



b) Hallar la solucion delaecuacién  x[n] — % Xn—1] =1+ (-1)" queverifica x[0] =0

y comprobar que se acerca ala periddica. Graficar ambas.

Ejercicio
Hallar la solucién periddica de la ecuacion

x[n] — %x[n —1]=d[n] donde d[n]={..1g, -1, -1, ..} tieneperiodo3

Rta x={.., (;)O —g, —% ..} conperiodo3

Ejercicio

Estudiar las salidas periddicas de la ecuacion inestable x[n] + x[n— 1] = d[n] paralas siguientes entradas
a) d[n]=(-1)" (ninguna salida periédica)

b) d[n] deperiodo 3 conmodelo {1y, 0, 0} (salida Unica periddica)

¢) d[n] deperiodo 4 conmodelo {1y, 0, 0, O] (infinitas salidas periddicas)

Transfor maciones de convolucion

Dada g en S , sedefine latransformacion de convolucion
T4:61 > S dadapor7g(d)=dxg

gue es unatransformacion lineal. Dependiendo de g el dominio se puede extender.

Si g tiene serie absolutamente convergente > 19[k]1 <o entonces gy : S5 - Sa.

—00

Ejemplo
Una ecuacién en diferencias lineal tiene asociada h y latransformacion asocoiada : S > $
equivale alaecuacion paraentradas causales. 1,: 6, —» S, . S esinternamente estable 7y, : S5 > Sa.

Ejemplo

Sea g[n]=sen(0.3 n)u[n] y d[n]= sen(0.5n) u[n]
Laconvoluciones (d = g)[n] = Y}_,sen(0.3k) sen(0.5(n - k))
Graficamos los primeros 90 valores.
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n
Di scret ePl ot [ZSin[O.Sk] Sin[0.5 (n-k)1, {n, O, 90}]

k=0
a .
r .0. ) ° °® [
2 : Wl . ° . . olllle . ®
-. L] 0__' [ t L L : I L t
F 20 ° 40 60 80
ol ° .
-4+ L4 . LIPS
.. L]

Teorema A cada g € S le asociamoslatransformacion lineal de convolucion 7q (X) = X=g .
a) s g estaen §; entonces 7q: S5~ S,

b) s g estaen $¢ entonces 73:6- S

c) s g estaen S, entonces 74:5, - S,

Demostracion
a) Supongamosque g estaen S;:
esta definidaparacada x acotadapuessi 1 x[n]1 <M entonces

Dk _o 19[K] 1= L <o . Entonceslaconvolucion gxXx

O [ XKI| [gln=KI| <M X2 . |gin-K]|=M L

Luego la serie convolucién converge y ademas la convolucidn esta acotadapor M L .

b) S g estden S esclaroquelaconvolucién g+Xx estadefinidaparacada x en S.

c) S gestaen S, y x en S, laconvolucion

(9=x)[N] = 232 _, 9l x[n — K] = Y3_o o[kl x[n — K]

g.ed.

Discr etizacion de sistemas continuos
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Mostramos ahora cdmo se discretiza un sistema continuo dado por una ecuacion diferencial de primer orden.
Més adelante veremos un método similar que se puede usar para discretizar sistemas de ecuaciones diferenciales
de primer orden lo cual incluird como caso particular alas ecuaciones diferenciales de orden n.

Ejemplo
{x' +2X=Uu(t)

Consideremos el problemade primer orden x(0)=0

Vamos a"discretizar” este problema por e método de Euler.
Paraello elegimosun paso T > 0 pequefio y aproximamos la derivada mediante €l cociente incremental:

X(t+T)—-x(t)
T

X'(t) =~
Tenemos el muestreo X[n]=x(nT) y u[n]=u(nT)=1 y el sistemadiscreto
%(x[n+ 1-xn)+2xin=1 y x0]=0

o reordenando

XN+1]+Q2T -1 x[n]=T
{ x[0]=0
Obtenemos una ecuacion lineal en diferencias de primer orden con una condicion inicial.

Ponemos T=0.1y T=0.05 ygraficamos|os resultado y |o comparamos con la solucién exacta.
Se apreciaque € guste esmejor para T =0.05.
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X[n_1:=-(20.1-1)x[n-17 +0.1,;
y[n_]:=-(20.05-1)y[n-1] +0.05;

X[0] =y[0] =0O;

lista=Table[{n0.1, x[n]}, {n, 0, 10}7;

listal = Table[{n 0.05, y[n]}, {n, O, 20}1;
g=ListPlot [Iista, PlotStyle -» PointSize[0.01]];
gl =ListPlot [listal, PlotStyle » PointSize[0.01]];

1
b=P|ot[E (1-e2), {t, 0, 1}];

Show[g, g1, b]

0.4

02} >

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Ejercicio

2x'+3x=etu(t)
x0) =1
Comparar con lasolucion del sistema continuo y graficar.

Discretizar { conpaso h=0.1 ycacular x[n] para O<n<4.

TRANFORMADA Z
Motivacion

Hemos definido |a transformada de Fourier mediante fA(w) = f_"; f(Hetetdt.

Si muestreamos lafuncién f(t) con un paso pequefio T >0 tenemos f[n]=f(nT) e S

Unasumade Riemann delaintegral es T Y2 f[n] (@i‘“T)_n T=TY2 f[n]z" donde z=¢'“T.
Lasuma Y5> . f[n]z" puede extenderse acualquier z complejo, siempre que la serie sea convergente.
Esta extension ha probado ser muy Util.
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Definicién

Dada x € § formamoslasuma > X[n] z" queesunaserie de Laurent centradaen 0.

En general tiene un dominio de convergenciaque esunacorona r < 1z1 <R y enesacoronadefine una
funcion analitica que anotamos X(2) y que sellamaTransformada Z de x.

También escribimos la transformada como Z(x) (2) = X(2) .

Lacoronase llamalaregion de convergenciay se abrevia R.C.

Ejemplos

a) Para el escaldn unitario un] setiene U(2) = Y2,z ™" que es unaserie geométrica de razon z*
yconverges 1z <1.Luego

U(z):r;:ﬁ con RC: 1z1 >1

b) Para x[n] = —u[-n—-1] setiene

X@=-35t 7" ==Y 2=1-02=1- = conRC: i1z <1

Obtenemos la"mismafuncion” que antes pero distinta R.C.
Luego a dar latransformada Z esfundamental dar la R.C.

) Paralasucesion constante 1 setienelaserie Yo . z"

Lapartecon n>0 convergeen 1z >1 ylapartecon n<0 convergeen 1z1 <1
Luego la serie no convergeen ningln z y lasucesion constante 1 no tiene transformada Z .

Vemos que latransformada Z estadefinidaparaalgunas x en S.
En los gemplos anteriores sevioque u[n] y u[-n— 1] tienen transformada Z perolasuma

u[n] + u[-=n-1] =1 notiene transformada.

Z1Linealidad
Si x ey tienentransformada Z con coronas de convergencia con interseccion no vacia, entonces x+ y tiene

transformada Z con R.C. a menosen esacoronay valelalinealidad:
Z(X1+ X)) =Z(X) +Z(X2) Y Z(ax)=aZ(X)

Demostracion: esinmediata

Z2 Desplazamientos Z(x[n=-k]) (@ =z¥X(®@

paa k=0, +1, +2, ...coniguad RC. que X(2.

Demostracion:

ZXIN-K) (2 =3=_xn-Klz"=zky>® xIn-k] 20 =zXX(2
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Z3Inversion
Si X tienetransformada Z con RC.: r< 1z1 <R entonces X[n]=x[-n] también dada por

ZK-n)@=X(zY) RC. z< 1z <+
Demostracion
Z(X-n) (@) = N XKl Z* =32 _ Kl Z = X (z)

Z4 Convolucién
Si x e y tienen convoluciény transformada Z con unacoronaen comin, entonces Xxy tiene

transformada Z con R.C. a menosen esacoronay vale

Z(xxy) (D =X(2 Y(2
Demostracion
Supongamos que las transformadasde x e y tienen unacoronaen comin en sus R.C. y que existe

laconvolucion. Entonces
T XN 2" =300 R XK YIN=-K])Z" =33 XK (ER_ yIn—-KlZ™

= N XK ZK (I YIn-KI Z" W) =X Y(2)

Z5 Derivada Z(nx[n))=-zX"'(2 coniguad RC. que X(2.
Demostracion
X'(2= d S XNz =3 (-mxnz"l=—z13  nxnz"

Z6Valor inicial S x e S, escausa y tienetransformada Z entoncesla R.C. esdelaforma r< 1z y
limz, o X(2) = x[0]

Demostracion
Si latransformada Z de x existe, esclaro que tiene unaregion de convergenciadel tipo r < 12z .
Por ello la serie de potencias  g(w) = Y32, X[n] W" tiene radio de convergencia r~* > 0 'y define unafuncion

continuaen 1wi <R. Luego lim,_o g(w) = g(0) = x[0] .
Pero limzaoo X(Z) = Iirn\l\lﬁO g(W) = X[O] .
g.ed.
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Ejemplo

a) Sea x[n]=a"u[n] e S, entonces X(2) = ﬁ 1z1 > 1a1 ,quetieneunpolosimpleen a y

71’

lim,, o X(2=1=x[0] .

b) Derivando se obtienelatransformadade na"u[n] : —zi(;): az?
dz\1-az')  (1-az1y
gquetieneunpolodobleen a y RC: 1z1 > 1a1 . Setiene lim,,,, %:0
l1-az

1 _ 1-r 7?7t
1-re'?z!  1-2rcosfzt+riz?

c) Siponemos a=re'? en a) obtenemos X(2 =

Tomando parte real y compleja, y suponiendo z real , obtenemos|as transformadas

1- 0zt
rMcosné u[n] > — T892z >t
1-2rcosfzt+r2z2

ozt
rsenné u[n] - —IPZ oz >y
1-2rcosfzt+r2z2

las cuales son vdlidas paracada z, enlacorona 1z1 >r, por el principio de identidad.

Ejemplo

2"s n=0

Hallamoslatransformada Z de x[n]:{ 1§ n<o

_y-1 n 0 9-N N _ Yoo co -n_ 1
X2 =2ni 0 Z"+ 202" _Zmzlzm+2n:0(22) —E—l+ n
. 1
con coronade convergencia 5 < 121 <1

Tabladetransformadas Z

X[n] X(2) RC.

o[n] 1 toda z

S[n-K] P todazs k<0,z+0 s k>0
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a"u[n] ezl 1Z1 > 1al
—a
1
na"u[n] 2 1Z1 >a
(1-az?)
azl(1+az?
n?a"u[n] azfi+azl 1ZI >a

(1- arl)3

1- )zt
rcosné u[n] (rcosf)z 1Z1I >T
1-(2rcosf)zt+ r2z2

rMsenné uln] (rsend) 724 1Z1 >
1-(2rcosf)zt+r2z2

1z <1

—-u[-n-1]

Problema deinversion

Supongamos que latransformada Z deunasucesion x es X(2) = é

¢Podemos conocer x ? En general no. Pero si ademés conocemosla RC: 1z1 >1 sepuederecuperar X.
En efecto se tiene la siguiente férmula de inversion que muestra que hay una Gnica X .

Teorema Férmuladeinversion
Sea X € § quetienetransformada Z .
Conociendo X(2) Y lacoronade convergencia podemos recuperar X .

Demostracién

. . . . R
Silacoronaes r< 1z <R tomamosen ellalacircunferencia C concentroen 0O y radio %

Laserie X(2)=35._X[n]Z" converge uniformemente sobre |a circunferencia C .
Multiplicamospor 2 e integramos:

fc sz(z)dz=fCZ‘2|°=_mx[n] r”*kdz=2‘;°=_mx[n]fcfn*"dz

Por la convergencia uniforme es licito intercambiar la serie con laintegral .
Ademéssesabeque [ z'dz=2xi yporBarow [[z'dz=0sr#-1.

Luego en laserielostérminoscon —n+ k # —1 seanulan y queda sdlo el término que contine X[k + 1]

2%“ L ZX(@dz=xKk+ 1]
g.ed.
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Volviendo al problemaanterior, si X(2) = é con RC. 1z >1 entonces

1 zZ p 1 b
X[k + 1] = py »[Zlizﬂ dz (0] X[n] = PP \I\‘Z\:Zﬂ dz
Se puede calcular por residuos.
Para n>= 0 hay dospolossimplesen z=+1 ylasumade residuos es

0 s n espar

o pni
2 *( b 2 {1 s n esimpar

Para n<0 ponemosparaclaridad n=-m con m>0 y hacemosel cambio devariables z=w":

1 2 1 1 1 wn
xinl= 5= fm:ZE dz= 5 fm=2 (2-1) dz=-57 wi=> w2-1 dw=0
Luego x[n]={0y, 1,0, 1, ...} = %[1+ =DM un-1]

Si xe S, sabemosquelaregion de convergenciaes |z| >Ry  X(oo) =lim,_, ,, X(2) esfinito.
Lareciproca es cierta seglin se prueba en €l siguiente teorema.

Teorema sobr e las causales

Sea F(2) unafuncion analiticaenlacorona |z| >R con lim,F(2 finito.
En esascondicionesexiste xe S, tdque X(2=F(.

Demostracion

Sea C lacircunferencia decentro 0 yradio 2R . Definimoslasucesion

X[k +1] = %fczk F(2dz

Sea k+1<0.
Hacemos el cambio de variables z:% enlaintegral y ponemos C, ={|w|=r} con r:i.
1 1 1 1 _ 1
X[k + 1] = 2_7ri£r wk F(V—V) (—ﬁ)dw:—z—”i L,W—k 2F(V—V)dw

Setiene —k — 2> 0, y por hipétesislafuncion F(%) esanditicapara 0< 1w <% y tiene limite

finitopara w » 0 .Luego limy,o w2 F(%) esfinitoy lasingularidad es evitable, y por lo tanto es
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unafuncion analiticaen el disco completo 1w < % . Por el teorema de Cauchy, laintegral es cero.
Porlotanto x(nN]=0s n<O0 yporelo xe S, .

Ademéssi el desarrollode Laurentde F(2) en |z| >R es F(29=33_.a,z" entonces
X[k + 1] = %fcsz(z)dz:Z}’;’:_m an;?fczkz’”dz:akﬂ

Luego latransformada Z delasucesiéncausal x[n] es F(2) .

Ejemplo
Sea F(2=— oo RC.|z|>1.Es F(ew)=1

: Z 1 a2 _ _
Setiene m_—l+[2_2'1:0( D"ze" = x[n]={1p, 0, -1,0,1, O, ..} queescausa y

periddicaen n=0 deperiodo4: x[n+4]=x[n] .Esclaroque x[n]= cos[%"] u[n]

g.ed.
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Calculo delainversapor fracciones simples

Ejemplo 1

z

Calcularemoslainversade X(2) = =

|z| > 1 porfraccionessimplesy latabla

_z _ 1 1 _ 1l|: 1 1 ]
X(z)_zzil_Z‘ 1{2_2_ 7] EEr

El corchete tieneinversa  u[n] + (D" u[n] =@+ (=DM u[n] y z?! significaretrasoenl:

x[n] = %[1 + (=D uln- 1]
gue coincide con la cal culada previamente por residuos.

En este caso se puede hallar directamente por desarrollo en serie de Laurent

11 _ 1 2n _ 2n-1
X(=7 -7 SRz N =y "

y leyendo los coeficientes de esta serie hallamos x=1{..., 0,0, 1,0, 1,0, ...} :

Ejemplo 2
Calcular laantitransformada Z de X(2) = '“—31)21 s RC: 1z1 >1
X(2) = —1+3r1:_ 1 +3 ! -7 ! +3 zt

ez @y -z -z

Luego X[N]=—=(n+1un+1]+3nun]=2n-21)u[n]
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Ejemplo 3

Calcular laantitransformada Z de X(2) = @—Tl)f(#ﬂ) con RC: 1< 121 <2

Desarrollamos en serie de Laurent en la corona.

zt 1 1 1

£ - + =-
(1-zY(1-221) 1-71 1-271 1-71

—% - ——Z‘%"=0T“—Z‘5‘;1(§)n

i
2

Luego leyendo los coeficientes de edst desarrollo de Laurent obtenemos

X={on =5, =5, =3, -0, -1, -1, -1, ...}

Ejemplo 4

1
7l 72

Cdcular laantitransformada Z de X(2) = " con RC: r< 1z

Como las raices del denominador son complejas, mirando la tabla de transformadas, tratamos de escribir

1 1-cosf z* 0zt
X(2) = —a cos sen

1+ 272 1-2rcosf z+r2 72 1-2rcosf z4+r2 2

El denominadores 1+ z1+ z2=1-2rcosf® z1+r2z2 dedonde r=1, cosé):—%

Eligiendo 6=(2/3)n resulta sené):g.

1 1+% ! @2‘1 1+% ! 1 grl
147472 1zl 72 11z+72  lizl+z2 V3 1zl 72
27n 1 27n . P
Luego X[n] = oS —= - FsenT uin] quetiene periodo 3.
3

Ejercicio

Calcular latransformada inversade



1 2 2— 1
—Z iz >1 : — < oz >2 sz lz] >R
1+2714272 (1+ Yy (1-27) 14+ 71412
4
1 2
—, 121 <1 ; ;z,l<|2|<3; %, 1z >1
-z (1-zY)(1+3277Y 1+ 74z

Ejercicio

1. Cdcular laconvolucién (-1)"u[n] = sen(% n)uln] utilizando transformada Z .
Comprobar los primeros valores.
L1 1 nre nr
Rta: 5[(—1)“+ +COS(7) +sen(7)}u[n]

2. Cdcular laconvolucién u[n] = sen(%” n) u[n] utilizando transformada Z .

Comprobar los primeros valores.

Deconvolucion. Ecuaciones de convolucion.

Usando latransformada Z se pueden resolver ecuacionesen x[n] del tipo:

a xxa=Db  "ecuacion de deconvolucion”
b) x=a+ xx b "ecuacion de convolucion" equivale aunaanterior: Xxx (6 —b)=a

Unaecuacion en diferencias lineal esddl tipo @) con a finitay causal. En efecto, la ecuacion
X * {(@0)o, a1, - &} =d[n]
equivale alaecuacion en diferencias

Sheod X[n— K] =d[n]

Ejemplo 1
X#{lp, 2, 1} ={10, 1,0, 1, 1}
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Tomando transformada Z setiene X (1+2z1+x2)=1+z1+z3%+7z* ydespgando

Cleztezdezt | (L+zY+z¥ezY) g + 73 1
T o1+2z72% 72 (1+f1)2 T 147t 1+z1

Antitransformando obtenemos
x[n] = (-D"u[n] + ()" 3u[n-3]={lo, -1, 1}

Verificar esta solucion.

Ejemplo 2
X U={1, 1o}

Tomando transformada Z setiene X # =z-1 ydespgiando X=z-2 + 71

Antitransformando obtenemos X[n] ={1, -2y, 1} quenoescausal. Verificar lasolucién.

Ejemplo 3
X=0+ XxU

1-71

Transformando queda X =1+ X 1_1T1 y despgjando X = - ——=1-2
Luego x[n]={-1, 1y} .Comprobar esta solucion.
Ejemplo 4
X=U+ Xx {1g, 1}
1 . z
Transformando queda X = — + X (1+z' ydespgando X =- —

Luego X[n]=-u[n+ 1] quenoescausa. Comprobar esta solucién.

Ejemplo5 Transmision con fallade arrastre.

Setransmitelasefial x[n] y serecibe y[n]=x[n]+ ax[n—-1] con O<a<1l.
Queremos conocer la sefial emitida x[n] apartir delarecibida y[n] .
Para dllo transformamos Z :

Y2 _
lvazt

YO=X@(1+azl) = X@=

Y(2 D(2

Luego x=y=xd con d[n]=(-1)"a"u[n].
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Ejercicio

Resolver las ecuaciones y comprobar la solucion obtenida.

8 XxX=u+[Jpg * X Rta x={-1, 09, -1,0,-1,0, ...}

b) 2x=6+u=xx Rta x=1{1g, 1, 2,4, 8, 16, ....... }

C) Xx U=[]yg Rta x=1{0p, 1, 0, 0, -1}

d X [frz=u Rta x=1{1,00,1,0,1,0,1, ..} = %[1+ D™ u[n+ 1]
f)  x={lo, 1} ={1o, -1} Rta: x[n] =4d[n] + 2(-1)"u[n-1]

g) X {_11 10! 1} = {101 O! 01 1}
h)  x={1p, -1} + {1, 1}%2X

Ejercicio

a) Resolver x=*a"un]=p"uln] paa a%p
b) Graficar lasolucion para a:% y B=-1
c¢) Estudiarelcaso a=p

Ecuacion lineal

Sealaecuacion lineal en diferencias de orden s con reposo inicial
XN +a x[n—-1] + ..+ asx[n—s]=d[n] con x[-1]=...=x[-s]=0

Silaentrada d[n] escausal lasalida x[n] también lo es puesiterando haciaatrassetiene x[n] =0
paracada n< 0. Podemos hallar la solucién mediante transformada Z . Para ello transformamos la ecuacion:

aX@+aZIX@+.....+8,25X(2 =D(2)

Despejando queda

X(z):# con RC. 1z >r
Pty 7+ +asz®

En particular para d =6 obtenemoslarespuestacausal h[n] con transformada Z

1
a+ay Z .. +asZ®

H(2 = con RC. 1z >r

El denominador se factoriza con sus raices que son lospolosde H(2) :

a+tazl+.. . +az5=7ar+a S+ .. +a
= Z7%8(2-Tr) ... (Z-t9=a(l-11Z7Y) .. (1-rsZ?)
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Vemos que los polosde H(2) son justamente las raices caracteristicas de la ecuacién en diferencias.

En general, sealaecuacion deorden s
aX[n]+a; X(n—=1] + ...+ asX[n—s] =bgd[n] + byd[n—=1] + ... + by d[n -]

conreposoinicia  X[-1]=...=X[-s]=0
Larespuestacausa ala ¢ tiene por transformada Z

bo+ by Z 4.+ b ZT

H(2 = con RC. 1z1 >r

a+ay 7+ +aszs

Lospolosde H(z) son nuevamente las raices caracteristicas de la ecuacion en diferencias, pero ahora
puede haber cancelacién de polos.

El limite
bo+ by zl+..+bz" by

lim_.H®=lim,_, —————— ==
ay+ay Z 4. +aszs @

esfinito. Por ello si escribimos H(z) como cociente de polinomiosen z el grado del numerador no
puede ser mayor que el grado del denominador.

Ejemplo 1
Para X[n] + % x[in—1] - % xn-2]=6[n] con X[-2]=x[-1]=0
setiene
B 1 _ 1 _1 1 2 1
H(Z)_1+%r1—%r2_(1+r1)(1—%r1)_3 1—%{1 3 1zt
y entonces h[n] = (% 270+ g (=)")u[n]

Calculamos y comprobamos|os primeros valores.



Tabl l2'"+E -" 0, 5
ae3 3().{71.,}

1 3 5
Lyt n

2 4 8 16 32
Ejemplo 2
Para x[n]+%x[n—1]—%x[n—Z]:é[n]HS[n—l] con x[-2]=x-1]=0
setiene

Ho= —22 - 020 1y =2
1 —r1—5r2 (1+r1)(1—5r1) 1—5r1

Se ha cancelado un poloy el sistemaes equivalente a de primer orden

x[n] - % X[n—1]=6[n] con x[-1]=0

Observemos que restando a esta ecuacion el paso anterior  x[n— 1] — % X[n—-2]=d[n-1] obtenemosla

ecuacion endiferenciasinicial  x[n] + % X[n—-1] - % X[n-2]=d[n]+d[n-1].

Ejercicio

a) Hallar lasolucionde x[n] —x[n—1]=(-1)"u[n] , x[-1]=0

b)ldem  x[n]+ X[n— 1] + % Xn-2]=6[n-dn-1] ,X[-2]=x[-1]=0 Rta (3n+1) (—%)” un]
c) Halar lasdlidacausal de  2x[n] + x[n— 1] — x[n— 2] = u[n]

d) Hallar lasalida causal de X[n] = x[n—1] + %x[n—2]=6[n]

Ejemplo 3
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1- 1
Sea latransformada H@=—"2— con 1z >r.
8+ 6z1+2772

Laecuacion lineal asociada es

8x[n] +6x[n—1] + x[n— 2] =d[n] —d[n - 1] con Xx-1]=x[-2]=0
Antitransformando H(z) obtenemos directamente la respuesta causal ala ¢

1-z71%
8+6z1+22

H(2) =

Calculamos | os primeros val ores dados por esta expresion y con ellos comprobamosla ecuacion en

sus primeros valores.

3¢ 1)\ 1\
x=TabIe[—(——] -z [-—] . {n, 0, 5}]
47 2) "8l a

{1 7 19 43 91 187}
8 32 128 512 2048 8192



n=1; 8x[In]]

n=2; 8x[[n]] + 6 x[[n - 1]]

n =3; 8x[[n]] + 6 x[[n — 1]] + x[[n — 2]]
n =4; 8x[[n]] + 6 x[[n — 1]] + x[[n — 2]]

1
-1
0

0

Ejercicio

a) Hallar lasolucion causa de  x[n] — x[n—1]=(-1)"u[n]
b) Halar lasolucién causal de  x[n] + x[n— 1] = (-1)" u[n]

c) Halar larespuestacausal ala § de x[n]+ %x[n—l]:d[n]
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d) Hallar larespuestacausal de x[n] + x[n— 1] + x[n — 2] = u[n] Rta %[l + ZCOS(%” n) | uln]

e) Halar larespuestacausal de x[n] + x[n—1] + % X[n-2]=6[n] —d[n-1] Rta 3n+1) (—%)n u[n]

Autocorrelacion
Definimosla"autocorrelacion” de x[n] mediante
Ac(X)[N] = 22—, XIK] X[n + K]
siempre que la serie sea convergente.
a) Esta definicidn se puede expresar como una convolucion pues se tiene
Ac(X) = Xx X

donde X[n]=x[-n] eslasimétricade x.
En efecto:

Ac(X)[N] = 22 XIKIX[Nn+ K] =332 X[—h] X[n—h] = > _ X[h] X[n—h] = (X« X)[n]

Ejemplo

Laautocorrelacién de x = [l-12) € Ac(X) =11, 2, 3, 4o, 3, 2, 1} y seobservaquees par.

b) Laautocorrelacion siemprees par:  Ac(X)[—N] = Ac(X)[n]
En efecto, hacemos el cambio devariable —-n+k=h enlasuma

Ac(X)[-n] = 232 XIKI X[-n+ K] = 232 _ ., X[n + h] Xx[h] = Ac(X)[n]
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c) Latransformada Z de  Ac(X) =X+ X esel producto X(%) X(2) .
Estudiamossu R.C.

S r< i1z <R esla RC de X(2 entonces %< 1Z1 <% esla RC de X(%) y € producto
tiene R.C:

X(3)X@ con  RC: méximo(z,r) < 121 < minimo(7, R).

Ejemplo

1

X[n]=2"u[n] tiene X(2=-—F—, RC: 1oz <o
1—5r1 2

X[n]=x-n] =2"u[-n] tiene X(3)=——, RC: 121 <2

-tz
2
Luego la autocorrelacion tiene transformada Z

X@ X(3)=

L uego leemos la antitransformada { =(2), %(3), (3)0, %(3), i(g), } que es par.

Ahora calculamos la autocorrel aci6n directamente. Basta hacerlo para los positivos n= 0 por ser par.

00 00 — — — 00 — — 1 4 A
T o XKIXIN+ K] = Fo 27K 270 =270 pp 22k = 27— = 22"

Luego
Ac(x)= 527"

gue naturalmente coincide con la calculada antes.
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Ejercicio
a) Calcular laautocorrelacionde  [los 5 [Nl Y {00 1, -1, 1) ygraficarlas.

b) Calcular laautocorrelacionde a”u[n] para 1a1 <1.

Sobremuestreo

Dada x[n] unafuncién discreta, consideramos el "sobremuestred”  y[n] = x[2n].
¢, Qué relacion existe entre las transformadas X(2) e Y(2) ? Veamos algunos g.emplos ilustrativos.

con RC. 1z1 > 1ar.

a) S x[n]= a"u[n] entonces X(2) = =

Setiene  y[n]= a®"uln] e Y(Z)=1,al—zf1 con RC. 1z > 1ai?.

Ejemplo
S x[n]=(-1)"u[n] entonces X(z):l:[1 con RC: 1z1 >1
_ _ 1 1
y[n]=u[n] con Y(Z)_l—fl_l—(—l)zz‘l con RC 1z >1

b) Si x[n]=(aa"+ BbMu[n] entonces X(2)= 1-:r1 + 1—52‘1 con RC. 1z >r.

Setiene y[n] =(aa?"+ Bb?")uln] e Y(z)=L+Ll con RC. 1z1 >R.

1-a?z!  1-bz

Ejemplo

S xn]= %{1— (=D)"u[n]} = %u[n] - %(—1)" u[n] entonces

X(z)=—?—— con RC: 1z1 >1
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yin=0 con Y@=0=1—--2—1 =0 con RC: 121 >0

Ejercicio

a) Estudiar el sobremuestreode x[n] = (—1)" u[n] y su transformada.
b) Idem paralarampa r[n].

Submuestreo

x[] S n espar

Sea x[n] unafunciondiscreta y wln] = { 5 ) .
s n esimpar

Setiene

X
Il

Intercalaun cero entre losvaloresde x.
¢ Quérelacion existe entre las transformadas X(z2) y W(2) ?
Para x[n] es X(2@=>>,X(n]z" con RC. r< i1zi <R ,entonces

W@ =32  Wnz"=32  w2klz2*=32_ xklz2k=X(Z#) con RC. r< iz <R.

Ejemplo

X[n] = u[n] y X(z)=i con RC: 1z1 >1

wnl={.,0 10, 0, 1, O, 1, ...}
Setiene  W(2) = X(Z) pues

X(ZZ): - Z%{ L1 } Cuyaantitransformada&s%{u[n]+(_1)n u[n] } = wn]

1-z2 1-zt  1+717

Ejercicio

{ oy XZ2, XZ1, X0y X1, X2, ..} w={...0,X5,0 %1,0, X,0, X1, 0, %, 0. ...

}
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a) Sea Xx[n] unasucesiéon y consideremos y[n] = x[3n].
¢, Qué relacion existe entre las transformadas X(2) e Y(2) ? Hacer aigunos gemplosilustrativos.
b) Intercalamos 2 ceros entre todoslosvaloresde x[n] obteniendo una nueva sucesién

{ .. x-2], 00, x-1], 0, 0, x[0], O, O, x[1], O, O, x[2], ....}

Latransformada Z deestasucesiones X(Z).

TRANSFORMADA Z UNILATERAL Z,

Para resolver ecuaciones lineales en diferencias con condicionesiniciales es conveniente introducir latransformada Z
unilateral que se anota Z,. Juega el mismo papel que la Transformada de Laplace para la resolucidn de ecuaciones
diferenciales con condicionesiniciales.

Sea X € S . Definimos X, (2) =YX oX[n] z" quetieneunaRC 1z1 >r.

No se usan losvaloresde x[n] para n<0 y coincideconla transformada Z s X € S, .
Observamos que no hace falta aclarar cudl eslaregién de convergencia.

Al invertir latransformada Z, serecuperanlosvaores x[n] con n=0.

Propiedades.
En condiciones adecuadas valen las siguientes propiedades.

1. Eslined: ax[n]+by[n] tienetransformada Z, dadapor aX,(2+bY.(2
2. Retraso:  x[n— 1] tiene por transformada Z, a

Yo oXIN=1]z"=X[-1]+ 7132, x[n-1] z™ VY = x[-1] + Z1 X,(2)

Luegos X[n] tiene trasformada X, (2
entonces X[n-1] tienetransformada  x[-1] + 1 X,(2
x[n-2] tienetransformada  x[-2] + X[-1]Z 1+ Z2 X,(2)

3. Latransformada Z, de nx[n] es -z dd X (2

z

4.5 xe S, e yeS, entonceslatransformada Z, delaconvolucion xxy es X (2 Y,.(2
Puessi xe S, e ye$S, entonces xxy € S, ycomosobrecausdes Z = Z, setiene

Zi(XxY) = Z(XxY) = Z(X) Z(Y) = Z.(X) Z.(Y)
5.Vdorinicid lim,_ o X.(2) = X[0]
Pues usando la propiedad del valor inicial sobre causales  lim,_, ., X.(2) = lim,_, ., X(zu) = X[0] u[0] = X[0]
Ejemplo 1

Resolver laecuacion x[n] + 3x[n— 1] =u[n] conlacondicioninicial x[-1] =2
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Transformando Z, laecuacién obtenemos:

XN Z"+ 33X oXIn-1]Z2"=3Y2,Z"

X, (2 +3X[-1]+371 X, (2 = ——

1-z1

1 ( 1 )_ -5+67! 11 21 1
143z \ 1-71

Luego X, (2=

T3z (1-zY) T 4 1z 4 14370

yla Z, antitransformadaes x[n] = % - 24—1 (-3)" para n=0.

Ejemplo 2

Resolver laecuacion  x[n] — % X[n—1]=6[n-1] conlacondicioninicial x[-1]=1 .

Podemos calcular los primeros valores en formaiterativa:

x[0] — %x[—l] =0 yporlotanto x[0]= %
X1]-2x0]=1  ydealli X[1] =2 etc

Trasformando Z, queda

1,
2t7 1 1 1 1
1

1--7
2

x+(z)—§{1+z1x+(z)}=rl > X@=

12 1—%2‘1 1--7*%

Laantitransformada es

(&) i+ (3" uin-1]

xinl =3 (5 2

N

Comprobamosque x[0] , x[1] coinciden con los calculados previamente.

Ejemplo 3

Resolver laecuacion x[n] + x[n—1]+ x[n—2]=u[n] con x[-1]=1, x[-2]=0.



Los primeros valores se calculan iterativamente y son:
X[0]=0, x[1]=0, x[2] =1, x[3]=0, x[4]=0, x[5]=1, etc

Transformando Z, queda

1
1-7*

X.@+1+Z71X@+z7+ 72X, (9 =

Despejando proponemos una separacién acorde con las raices del denominador:

( ) Z—2 1 Z—2 A 1 +% z! B g z! C 1
=72 —— = + +
X (1+zt+ 73 (1-7Y) 1+z14 72 1+z44 72 1-71

Resolviendo encontramos que A= g B=0, C= % .

Antitransformando hallamos |a solucién

x[n] = (% oS 2"(;_2) + %) uln - 2]

gue coincide en |os primeros val ores hallados iterativamente.

Observemos que la solucién se escribe, desarrollando € coseno de ladiferencia, asi:

2

2 1
ﬁsen?n+ g)u[n]

1 2n
X[n] = (—5 cos—-n-—

Ejemplo 4

X[n] —2X[n—1] + X[n— 2] =4[n]
{ x[-1]=0, x[-2]=1

X2 - 2{X-1+ 7X@} +{X[-2] + X-1]z + 722X (2} =1
X(@f{1-2z1+z2}=0

Luego X,(2)=0 yporlotanto x[n]=0 paracada n=0
Se puede comprobar iterativamente
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§[n_1:=1f[n<0, 1, 0]
X[n_]:=2x[n-1] -x[n-2] +&[Nn]
X[-1]1 =0; x[-2] =1;

Tabl e[x[n], {n, 0, 5}]

{0, 0, 0, 0, 0, 0}

Ejemplo 5
X[n] —2X[n—1] + X[n— 2] = é[n]
{ x-1]=1, x-2]=1
X2 - 2{X-1+ 7X@} +{x-2] + X[-1]z + 72X, (9} =1

-zt 2-71
1-27%4z72 (1-71?

X.@{1-2z1+z%}=2-7 > X.@=

Separamos en fracciones simple teniendo en cuenta la tabla de transformadas:

27 =ai+bf—1 = a=2,b=1
(-2 -z (-2

Luego x[n]=2+ n paa n=0
Comprobamos:
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§[n_1:=1f[n<0, 1, 07;
X[n_]:=2x[n-1] -x[n-2] +&[Nn]
x[-11 =1; x[-2] =1;

Tabl e[x[n], {n, O, 10}]
Table[2 +n, {n, 0, 10}]

(2,3, 4,5, 6,7, 8 9, 10, 11, 12}

{2, 3, 4, 5,6, 7, 8 9, 10, 11, 12}

Ejemplo 6

X[n] —2x[(n—1] + x[n-2] = u[n]
{ x[-1]=1, x[-2]=1

X2 - 2{X-1+Z21X.@ |+ {x[-2] + X[~Uz + 72X} = —

1-71

14(1-z1Y

X,2{1-2z1+72}= e
-7

+1-z1 = X.(»=

71

Calculamos la transformada que da un polo triple usando lapropiedad nx[n] - -z X,'(2

a'un] - = polo simple
na"uln] - ( z P polo doble
l-az
1 1
n?a"u[n] - % polotriple

Descomponemos en fracciones smplesla X, (2) pero teniendo en cuenta estas transformadas:

_712 1 1
X+(Z)=l+(lf)=A 1 +B 71 +Cr(l+f)

(-2’ Lzt ety (-2’

Encontramos A=2, B:g, C:% y por lo tanto

3 1
x[n]=2+5n+5n2 para n=0

Podemos usar el programapara invertir la transformada.
y tambien para comprobar |os primeros terminos.

1+ (1-21)2
InverseZTransform[ , Z, n]

(1-2)’

1
E (4+3n+n2)
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X[n_]:=2x[n-1]-x[n-2]+1
X[-1] =1; x[-2] = 1;
Tabl e[x[n], {n, 0, 10}]
3 1
Table[2+—n+—n2, {(n, 0, 10}]
2 2
(2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, 46, 56, 67}

{2, 4, 7, 11, 16, 22, 29, 37, 46, 56, 67}

Ejemplo 7

{x[n]+ gx[n—1]+ %x[n—Z] =u[n]
X[-1]=1, x-2]=1

X2 + 2 {X-1+ 7X@} + 2 (X2 + X-1 71+ 22X @) | = =

1-71

rY(5+z77Y)

(1-zY) (l+% Tl) (1+§ rl)

S,1,1,2\_ 1 _q_ 1. -
X@{l+gzt+ 522 =—~-1-572" = X+(z)_6

. . 1 1 1 1 1 .
Separando en fraccionessimplesqueda X, (9= — - ——+ = y laantitransformada es
21-77 gl 2410
2 3

x[n] = % - (—l)n + %(—l)n para n=0

Lacalculamos con € programay luego la comprobamos.

z-1 (5+Z‘1)
InverseZTransform[ , Z, n]
6 (l—z‘l) (1 + %z‘l+ %z‘z)
2 n
2-1mn {2 (-1)"+ |- —| +2"
3




5 1
X[n_]:=-—=x[n-1]-—=x[n-2]+1
6 6

X[-1]1 =1; x[-2] =1;
Tabl e[x[n], {n, 0, 5}]

1 1\ 1 1\"
Table[—-[-— +—[-— , {n, 0, 5}]
2 2 2| 3

5 11 131 575 4115}

6 36 216 1296 7776

5 11 131 575 4115}

6 36 216 1296 7776

Ejemplo 8

X[n] + X[n—1] + X[n— 2] = [n]
{ X[-1]=1, x(-2]=1

X2 + {X[-1+ 7X@} +{x[-2] + -1z + 22X, (2} =1

-1-z1
1+z74+ 22

X;@{1+ zt+z2}=1-71 > X,2=

Como el denominador tiene ceros complejos conjugados de modulo 1 recurrimos alatabla

1- 1 1
cosnf un] » ——2 v senngun] » —=0Z
1-2cosfzt+z?

1-2cosf zt+72

En nuestro caso cosé):—% > 0= 2?” > senf= g Separamosla X, (2) de acuerdo a estatabla:
1 Vs
1zt (1+5r1) Trl B : 1
X+(Z)_1+r1+r2_Al+r1+r2+Bl+rl+r2 = A=-1, B__E
Luego
X[ =—-cos 2™ = 1 sn2" para n=0
- 3 V3 3 P -
esperiodicade periodo 3: Xx[n+ 3] =x[n]
-1-2z1
InverseZTransform[—, Z, n]
(l+Z'1+Z'2)
(-1) /3‘m <_1+ (_1)2n/3> 1
- —ChebyshevU{n, ——]
1+ (-1)3 2
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§[n_1:=1f[n<0, 1, 0]
X[N_]:=-X[n=-1] -x[n=-2] +&[n]
x[-1]1 =1; x[-2] =1;
Tabl e[x[n], {n, 0, 10}]

2nr 1 2n

Table[—Oos[ 3 ]— \/S_Sin[

{(-1, 0,1, -1, 0,1, -1, 0, 1, -1, 0}

], (n, o, 10)]

{-1, 0,1, -1,0, 1, -1, 0, 1, -1, 0}

Ejemplo 9

{ X[n] + x[n— 1] + % x[n— 2] = u[n]
x[-1=0, x[-2] =1

X2+ {X-11+ 71 X, } + %{x[—Z] + X171+ 72X (2} = !

1-71

1,1_2y__1 1
X, @{1+ z +ZT}—1_T1 7

3+z71

X@=——""—-=
a(1-z%)(1+ %rl)

{A ! 4B _frl +C 11 }

E

Resolviendo obtenemos A= 19—6 , B:% , C= 19—1 y por lo tanto:
4 n 1\n 11 1\
xinl=5+5(-3) +5(-3) paa n=0

Sevequetienelimite: lim,,. X[n] = g. Esto se aprecia en €l grafico mas abagjo.

3+2z71
| nver seZTr ansf or m[ , Z, n]

4(1-2) (14127

oo (5] 2 2]



1

X[n_] :=—x[n—1]—zx[n—2]+1

X[-1]1 =0; x[-2] =1,
Tabl e[x[n], {n, 0, 10}]

4 n 1\" 11
Tabl e —+—(-—]
9

12 2 +£
3 1 9 3 31 27
v T w5 e
3 1 3 31 27
e v w5 e

2
117
g,
117

256

7

16’

16

[- i]n {n, 0, 10}]

459 453 1825
1024 1024 4096}
459 453 1825

1024 1024 4096}
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Li st Pl ot [%3, PlotStyle - PointSize[0.02]];

0.7}
0.6}
[}
0.5} °
° e 0 e e

0.4}

[ J

4 6 8 10

®

Ejercicio
Resolver usando transformada Z, :

a) x[n]+3x[n-1]=8u[n] con x[-1]=1

b) 2x[n] + x[n-1] = 4% un] con x[-1]=2

c) x[n] - % X[n—=1]=u[n] — % u[n] con x[-1]=1

d) 2x[n]-2x[n—-1]+x[n—2]=u[n] con X[-1]=x[-2]=0

e x[n-2xn-11+xn-2]=u[n] con x[-1]=1,x[-2]=0 Rta % (6+5n+n?

f) xin]+ x(n—-1]-2x[n-2]=6[n-1] con x[-1]=0,x[-2]=-1 Rta %(—1— 5(=2)"

g Xin-2xin-1]+xn-2]=(-1)"u[n-1] con x-1]=0,x-2]=1 Rta —% n— % + % (-1)"
Ejercicio

a) Sea x[n] deperiodo p.
1
1-zP

Demostrar que su transformada Z, es X (2 = p;é x[k] %

b) Hallar latransfomada Z, de (-1)" por laférmulaanterior o por latablay comprobar que soniguales.
Idem para sen(n %)

¢) Halar latransfomada Z, de x={.., 1p, -1, -1, ...} deperiodo 3.
Antitransformando obtener laexpresion  x[n] = —% + % cos(%" n) vdlidaparatodo n

d) Halar latransfomada Z, de x={., 1y, -2, 1, ...} deperiodo3.

Antitransformando obtener laexpresion  x[n] = cos(%" n) - % SJen(%’r n) vdidaparatodo n



Ejercicio

Sea agX[n]+a; x[n-1]+ ax Xx[n—2] =d[n] unaecuacién linea de orden 2.
Si d[n] tiene periodo p buscamoslasolucion de periodo p.
Mediante latransformada Z, se obtiene

(1- 77°) (~ay X[-1]-a, X[~1] 7 1-a, X[-1]) + S odiklZ*
(1-zP)(ag+ay 7t +a,7?)

X2 =

Para que sea periddica de periodo p el numerador debe anularse en las raices caracteristicas, con su
multiplicidad. Asi se obtienenlosvalores x[—2], x[—1] que determinan la solucién periddica.

Ejercicio

Sea  x[n|-2xn-1]=1+(-1)"
Obtener por el método del gercicio anterior la solucion de periodo 2.

SISTEMASDE ECUACIONESLINEALESEN DIFERENCIAS

Discretizacion de un sistema de ecuaciones diferenciales
Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con una entraday una salida

X'=AX +Bof (1)
{y=CX+Dfm

ylacondicioninicia X(0) = Xg .

Elegimosunpaso T >0 y muestreamostanto el vector incognitacomo laentraday la salida:
X(kT) = X[K] f (kT)=d[k] Y(kT) = ylk]

El sistema queda aproximado por €l sistema discreto

{ = (X[k+1] - X[K]) = AX[K] + B d[K]
y[k] = C X[Kk] + Dd[k]
conlacondiciéninicia  X[0] = X, .

Pasando términos se obtiene un sistema de primer orden en diferencias lineal

X[K + 1] = Ag X[K] + By d[K]
{ y[k] = C X[K] + D d[K]
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conlasmatrices Ag=1+TA, Bp=TB ylacondiciéninicia X[0]= Xo.

Ejemplo 1

Discreti ol sist x =7 )% +(2uw, xo=("*
iscretizamos el sistema —(1 _1) +(1)U(). ()—(_1)

Usamosel paso T =0.1 paracalcular aproximadamente X(1).
Graficamos la sucesi6n aproximante..
Como gercicio calcular la solucion exactay comparar las gréficas.

t =0 1; A0=(é 2)+t ('11 :i) BO = {0, t}; x[0] = {1, -1};

X[n_1:=A0.x[n-171+{0, t}
Tabl e[x[k], {k, 0, 10}]

1 -1
11 -0.7
113 -0.42

1.101 -0.165
1.0239 0.0616
0.90919 0.25783
0.766705  0.422966
0.605441 0.55734
0.433429  0.66215
0.257656  0.739278
0.084035 0.791116
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Li st Pl ot [%, PlotStyle - PointSize[0.02]];
hd ° 0.75}
hd 0.5f

®. 25}

0.2 0.4 0.6 0.8
-0.25¢

-0.75F ®

-1le

Ejemplo 2

Sabemos que una ecuacion diferencial de orden n se puede expresar como un sistema de primer orden usando
variables de estado. A su vez este sistema se puede discretizar.

Porgemplo X"+ xX'+x=ut) con x0)=0, x'(0)=1.

Tomamos X; =X, X=X’

b =(5 0B (o)

Eligiendoel paso T setienee sistemaen diferencias lineal

(o

xi=( 2 T \xmon+(® x[0 = [°
m=(Cp g g )X+ () 0=,
t =0.1; a0 = (é 2) ot ( fz ji ); b0 = {0, t}; x[0] = {0, 1}:

Xx[n_]:=a0.x[n-1] +b0
s = Tabl e[x[k], {k, 0, 20}]

({0, 1}, {0.1, 1.}, (0.2, 0.99}, (0.299, 0.971}, {0.3961, 0.944}, {0.4905, 0.90999},
(0.581499, 0.869941}, ({0.668493, 0.824797}, {0.750973, 0.775468},
(0. 82852, 0.722824}, {0.900802, 0.66769), {0.967571, 0.61084}, {1.02865, 0.552999},
(1.08395, 0.494834}, {1.13344, 0.436955), {1.17713, 0.379916}, {1.21513, 0.324211},
(1.24755, 0.270277}, (1.27457, 0.218495}, (1.29642, 0.169188}, {1.31334, 0.122627})
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ListPlot [s, PlotStyle - PointSize[0.02]];
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SISTEMASDE ECUACIONESEN DIFERENCIASLINEALES
Un sistemalineal de n ecuaciones en diferencias con una entrada es de laforma

X[k]=AX[k - 1] + Bd[k]

Ejemplo
Sea una ecuacion lineal en diferencias de orden 2

aXnN+a X(n—-1]+aXx[n—2]=d[n] con ag+0, ax+0

Se puede escribir como un sistemade orden 2 poniendo  X[n] = (

0o 1 0
X[n]:(_% _i)X[n—l]+( 1]d[n]

w8 a

X[n—-1]
X[n] )

Lamatriz esinvertible y su polinomio caracteristico coincide con €l de la ecuacion.
Lo mismo vale parauna ecuacion deorden s.

Consideremos un sistema homogéneo con una condicién inicial:
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{ X[K] = AX[K - 1]
X[0] = Xo

La solucion se puede calcular en formaiterativa, hacia adel ante, comenzando con el dato inicial Xo:
X[kl = AX[k - 1] = A2 X[k — 2] =. ... = AKX[0]
Si lamatriz esinvertible, se pueden calcular los valores hacia atras:
X[-1]1= A1 X[0], X[-2] = A™1 X[-1] = A2 X][0], ..... , X[-kl= A% X][0], ..

Teorema
Las soluciones { X[K] : k= 0} deun sistemahomogéneo X[k] = A X[k — 1] deorden n forman un espacio
vectorial de dimension n.
Demostracion
Sean Ei, ..., E, losvectoresdelabase canénicade R".
Paracada E; generamoslasolucion X; dadapor X[k]=AXE;. k=0, 1, ...queverifican X[0]= A°E =E;.
Estas son linealmente independientes puessi > ; ¢; Xi[k] =0 esdecir, lasolucion nula, entonces ponemos k=0
yqueda X, c X[0]=3";ciEE=0=> ¢ =.=c,=0.

C1
Ademés dadaunasolucion X[k], k=0,sea X[0] =( . ] .Esclaroque X =3,c X.Luegolos X generan.

Ch

g.ed.

Silamatriz A esinvertible se pueden considerar lassoluciones { X[K]: —co <k < oo} .

Si lamatriz A sediagonaliza, se puede hallar una base de la siguiente manera.

Sea {Xi, ..., Xn} unabase de autovectores con autovalores ry, ..., rm nonulos y rp1=..=r,=0.
L as soluciones de la ecuacion homogénea son

X[K] = ¢1 Xy 1K+ oo oo+ G X Tk + (Gt X1 + oo +Cny X)) S1K]

Si no se diagonaliza se puede usar, de ser posible, la formade Jordan.

Ejemplo 1

6
)X[k—l]

X[k]:(—s 5

1 2
Lamatriz tiene autovalores A =-1, 2 y autovectores asociados ( 1) y ( 1) . Luego las soluciones son

ety e ()
X[k]—Cl(—l) (1 +Cp2 1
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Ejemplo 2
-1 1 -1
X[k]:[ 1 -1 1 |X[k-1]

-1 1 -1

1 -1
Lamatrizsediagonadlizacon  1; = -3, Xlz[—l] i A2=23=0, X2:[ 0 ] X3:[
1 1

1 -1 1
cl[ —1](—3)k + Cg[ 0 ]6[k] + cg[l]é[k]
1 1 0

1
Para un bloque de Jordan de orden 2 X[K] = (g o

ka*1 ak
X[k]:Cl( % )+Cz( 0)

01
S a=0 € sistemaes X[k]:(O 0

1
1]
0

Las soluciones son

Ejemplo 3

) X[k—-1] con @+ 0 comprobar que las soluciones son

) X[k -1] yunabase de solucioneses

Ejemplo 4
al0O0
Para un bloque de Jordan de orden 3 X[k]:[O a 1 (|X[k-=1] con a#+0
0 0 «
|as soluciones son
ok k k-1 [% (k+ %)2 - k] k2
X[kl=c1| O |+¢cy| ok |+c3 K ok-1

0 0 X

Comprobamos que son soluciones con el programa.
1 142
- (k+—] k| a2
2 2

x2[k_] :=kak?
x3[k_] :=a"

x1[k_1:

a1l 0
{x1[k], x2[k], x3[k]1} - [0 a 1]. {x1[k -1], x2[k -17, x3[k-11} // Sinplify
00 «a

{0, 0, 0}



S a=0 € sstemaes X[k]=

o O O

Ejemplo5

o O

X[K] = X[k - 1]

SR

oo r o
oON O -
=

Lamatriz tiene a nimero 1 como Unico autovalor con multiplicidad geométrica 2 .

1y (0) (0) (O
i ofj1]]0f]|1 .
Una base de Jordan para la matriz es 1ll1llollo y el sistema en esta base es
oJ\oJ\1)\o
1100 1000
Yk—0110Yk1 el biod denad Xk—0101Yk
[]—0010 [k-1] con el cambio de coordenadas []—1100 [K]
0001 0010

Como en |los ejempl os anteriores tenemos | as soluciones

1 1
DO [ g
Ykl=¢; 0 +Cp 0 + C3 i + C4 0
0 0 0 1

y de ellas obtenemoslas 4 soluciones linealmente independientes X[k] .

Ejemplo 6
-1
X[k] = 0
1

o R

0
1 [X[k-1]
1

Losautovaloresson A =1, 1, 0. Llevamoslamatriz alaforma de Jordan.

1-10 -11 -1 110
Seen A=|1 0 1 y B=|01-1|; B'AB=(010]|=J
0 11 1 01 000

10
0 1 |X[k-1].Unabase sehalacomoen el gemplo anterior.
00
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Con e cambio de variables X[k]=BY[k] se tiene Y[kK]=JY[k-1] y una base de soluciones
es

=

0

o

1
Yilkl=JKE; = O]cmﬂmm;YﬂH:Jkaz 1|=KE;+E, ; Yalkl=J¥E3=E;36[K]

k 1 0 -k+1 -1 -1
Y[k]=C1[1]+C2[0]+C3[0]6[k] = X[k]ZCl[ 1 ]+Cz[ 0 ]+C3[—1]6[k]
0 0 1 k 1 1
Ejercicio
110 11 1
Resolver los sistemas X[k]:[—l 1 l]X[k—l] y X[k]:[l 0 —1]X[k—l]
0 21 1 -1 0

ESTABILIDAD DE SISTEMAS
Consideremos un sistema en diferencias lineal

{xmzAxm—u+me
X[0] = Xo

Se dice internamente estable si cada solucion del homogéneo X[k] = AX[k—-1] cumple limg_ ;o X[k]=0.

Teorema

Un sistemaen diferencias lineal esinternamente estable si y slo si sus raices caracteristicas tienen valor absoluto < 1.
Demostracién

S M1 AM =J eslamatriz de Jordan en la diagonal figuran las raices caracteristicasde A.

Sea X[k]=MY[k] = MY[KI=AMY[k-1] = Y[kl=M1TAMY[k-1]=JY[k-1].

=) Si algunaraiz caracteristica r tiene |r| =1 y K esautovector asociado AK = r K entonces
lasolucion X[k] = K rk notiende aceroy laecuacion no es internamente estable.

<) Supongamos que las raices caracteristicas tienen val or absoluto menor que 1.
Setiene Y[k]=JY[k—-1]=J?Y[k-2]=...=JXY[O] .
Se ha probado en launidad 1 que si las raices tienen valor absoluto menor que 1 entonces limy.,...JX=0 y porlo
tanto limy_., Y[Kk] =0.Luego limg . X[K]=limg_J Y[k]=0.

g.ed.
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Ejemplo 1
110

Sea el sistema homogéneo X[k]:%[l 0 1]X[k—1]
011

Los autovalores de lamatriz son % %, - % y por lo tanto es internamente estable.

Ejemplo 2
1 -10

Sea el sistema homogéneo X[k]:[l 0 1]X[k—l]
0 1 1

Losautovaloresdelamatrizson 1, 1, 0 y por lo tanto no es internamente estable.

Ejemplo 3
1 -1 O
1 1

Seae sisemahomogéneo X[kl=|5; O 3 |X[k-1]
0 1 -

1+i

1
2
Los autovalores de lamatriz son - % —% y por lo tanto es internamente estable.

Teorema

Si un sistemaen diferenciaslineal X[K] = Ax[k — 1] + Bd[k] esinternamente estable entonces para cada entrada
acotada d[k] todaslas posibles salidas son acotadas.

Demostracion

Sea h larespuestacausal ala ¢ : h[0] = Ah[-1] + B6[0] =B yentonces h[k] = AXB

Para cada entrada acotada d[k] lasalida, partiendo del reposo, es h= d y seve que es acotada pues h loes.
Ademés todas las salidas son suma de esa salida particular més una del homogeéneo. Por ello todas son acotadas.

g.ed.

Ejercicio
1
Sead sistema homogéneo X[k]:[ 2
-1

alw alN

]X[k—l]

a) Estudiar la estabilidad interna.
1
b) Representar gréficamente  X([k] s X[0]= ( 0)

c) Cacular limy,,, X[k] paracadaposiciéninicial X[0]

Ejercicio
1

Averiguar paraquévaloresde a el sistemahomogéneo X[k] = ( L

] X[k —1] esestable.

NIFR QO

Rta. O<a<%.
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Ejercicio

Sea el sistemahomogéneo  X[k] :[

Nl N
glw alN

]X[k—l]
a) Estudiar la estabilidad interna.
1
b) Representar gréficamente  X[k] s X[O]=( 0)
¢) Calcular limy, X[Kk] paracadaposicioninicial X[O]
Ejercicio
: Dixk-1
S xw-ns

a) Calcular larespuestacausal ala d[k]

Sea € sistema X[k]:( 1)d[k]

0

b) Representar gréficamente  X[k] s X[O0] =((1)) y d[Kk] = u[K]

Ejercicio

. 3 21
Sea el sistemahomogéneo X [K] =(O 2) X[k - 1]
a) Calcular una base de soluciones

0
b) Representar graficamente X[k] paralacondiciéninicia X[O] :(1) .

Ejercicio

o als

Sea el sistema homogéneo X[n]=[ )X[n—l]

gald

a) Calcular una base de soluciones

0
b) Representar graficamente X[k] paralacondiciéninicia X[O] :(1) .

Ejercicio
2 01

Sea el sistema homogéneo X[k]:[ 11 1]X[k—1]
-1 13

1
Calcular una base de soluciones y encontrar laque verifica X[0] = [ 0 ]
-1

Ejercicio

202 1
Seael sistema X[k]:[l 21 ]X[k—l]+[0]d[k]
112 1
a) Calcular una base de soluciones del sistema homogéneo.
b) Calcular la solucion general para d[k] = u[k] .
¢) Calcular larespuestacausal ala ¢ .
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Ejercicio
2 02 1
Calcular unabase de solucionesde X[k]=| 1 1 1 |X[k-1] yencontrarlaqueverifica X[0]=| 1
-113 1

CONTROLABILIDAD
Sea d sistemaen diferencias lineal de orden n con una entrada:

X[k] = AX[k - 1] + Bd[k]

Se dice controlable si dado un estado inicial X; y un estado final X; se puede pasar, mediante una entrada
adecuaday en tiempofinito, desde X; a X; .

Supongamos para claridad de ideas que € sistemaesde orden 3.
Paraunaentrada d[k] =d;6[k—1] + dy 5[k — 2] + d3 6[k — 3] , partiendo de X[0O] = X;, las salidas sucesivas son

X[1]=AX[0]+Bd;=AX; +Bd;
X[2]=AX[1]+Bd,=AAX; +Bdy) +Bdy= A2X + ABd; + Bds
X[3]= A3 X+ A°Bd; + ABd, + Bds
Si lamatriz (B, AB, A? B) esinvertible las columnas forman base de R® . Entonces dado X; existe d tal que

Xi— A*X =A2Bd; + ABdy + Bds

y por lo tanto es controlable puesen 3 pasossevade X; a X¢ conlaentrada d .

Reciprocamente, supongamos que es controlable.
Para X;=0 y X; abitrarioen R3existen d y s td que X;=ASBds+ AS'Bds 1 + ...+ Bdo.
Segun el teorema de Cayley-Hamilton

[B, AB, A?B, A*B, .....|= [B, AB, A°B|cRS?

Luegocada X; pertenecea [B, AB, A?B|=R? yentonceslamatriz (B, AB, A’B) esinvertible.
Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema
El sistemalineal deorden n X[k] = AX[k — 1] + Bd[k] escontrolablesi y sdlosi lamatriz (B, AB, ..., A"1B)
esinvertible.
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Ejemplo 1

X[k-1 1dk
o 1 )rik-1+ (| Ja

X[k]:(
. . 11 . .
Este sistema no es controlable pueslamatriz (B, AB) = (1 1) no esinvertible.

Xk = Xk—l + dk

10
Este sistema es controlable pues la matriz (B,AB):(1 1) esinvertible.

OBSERVABILIDAD
El sistemalineal con unaentraday una salida

X[K] = AX[k - 1] + Bd[K]
{ y[K] = C X[K] + D d[K]

sedice observable s existeun r >0 ta queconocidaslaentrada d(k] ylasalida y[k] para O<k<r
se puede determinar €l estado inicial  X[0] vy por lo tanto los estados sucesivos X[k] , k= 1.

Setiene

C X[0] = y[0] - D d[0]

CX[1]=y[1]-Dd[1]= C(AX[0]+ CBd[0]) = CAX[0]=y[1]-Dd[1] - CBd[0]
y asi siguiendo se ve que se conocen los ndmeros C AK X[0] para O<k<r.

Por Cayley-Hamilton, si €l sistemaesdeorden n:

[C, CA CAZ .. .. ] = [C, CA CA? ... C An’l] CRD

Si la matriz (C, CA CA2 .. .. ,C A”‘l) es invertible entonces tomando r=n- 1, con la matriz inversa se puede

conocer
X[0] vy € sistemaes observable.
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€1

Reciprocamente, si es observable, el sistemalineal (C, CA, CA?, ... ,CA™Y)X[0]=]| .. | , quesiemprees
en

compatible, tiene solucion dnicay por ellolamatriz (C, CA, CA?, ...... , CA™) esinvertible.

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema
X[K] = AX[k-1] + Bd[K]

yIK] = C X[k] + D d[K] esobservablesi y sdlo si lamatriz

El sistemalineal con unaentraday una salida {

(C.CA CA?% ..., CA™Y) esinvertible,

APENDICE

Teorema de Rouché
Sean f(2) y 9(2) dosfuncionesanaliticas en el disco unidad cerrado | z| <1 ytaesque

|[f@-0@| <|f@]| en |z|=1

Entonces tienen el mismo nimero de ceros en € disco abierto | z| < 1.
Demostracion

Observemos que por la desigualdad |as funciones no pueden tener cerosen | z|=1.
Podemos escribir la desigualdad asi

‘1—9("”) <1 paa O<t<2n

f({’“)

Luego los valores del cociente % estanen el discodecentro 1y radio 1 y alli esta

definidalaramaprincipa del logaritmo. Se tiene entonces lafuncion h(t) = Ln(%)

con derivada
\ 1 (gehy
ho=7=(1es) v hO=hen
f(t“[)
Luego
27, 279 (eYi et 27 f'(@Yi et g'@ '@
0= [["h ) dt= [ T dt- [ o dt:fmzlg(—z)dz— i1 42

Pero
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g9'( _ . g\ _ . .
Joer gy d2=271 Zr&s( 5)_27” (cantidad deceros de g en 1z1 <1)

| ff'((z? dz=2nri Zres( %)=2ni (cantidad decerosde f en 121 <1)

L uego tienen la misma cantidad de ceros en €l disco unidad.
g.ed.

EJERCICIOS

1. Dibujar las siguientes funciones discretas:
a) u[n]-u[n-3] d) nuln] + (-1)"u[n-1]
b) 2u[n] - un-1] €) 2"cosmn
¢) 36[n-2] + 26[n—1] — 2u[n-1] f) u[n] —u[-n]

2. Usando combinacioneslinealesde 6[n] y u[n] y sustrasladadas escribir las siguientes:
a f[n]=2s -3=<n=<5, -1s 7<n < 10, Oenlosotrosn.
b) gln] =1s nespar, —1s nesimpar
c) sgin) =1sin>0, sg0]=0, sg[n] = -1s n< 0 "funciéon signo"
d) saty[n]=nss —N<ns<N, Nsn=N, -Nsn<-N

3. Considere |as siguientes ecuaciones en diferencias de primer orden con condicionesiniciales:
8 x[n] + 3xin-1] = d[n], X-1] = 0

b)2x[n] — xiIn—1] = d[n-1], x[0] = 1
Tomar sucesivamente d[n] = 0, d[n], u[n]
Primero resolverlasiterativamente para 0 < n < 20 y luego hallar la soluciéon general. Graficarlas.

4. Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas de segundo orden con condicionesiniciales.
axn] + 2x[n-1] + %x[n—Z] =0, x-1 =0, x-2] =1

b) x(n] + 2x[n-1] + 5xn-2] =0, x[-1] =1, x[-2] =0
c) x[n] + 6x[n—1] + 9x(n-2] =0, x[-1] =1, x[-2] =0

5. Encontrar todas las soluciones de |as ecuaciones en diferencias
8 x[n] - 2 x[n- 1] =[n]

b) x(n] + x[n—1]=46[n-1]
¢) X[n]+2x[n-1] + x[n-2] =4[n]

6. a) ¢ Cuando e polinomio 2 + kz+% tienesusraicesen 1z1 <1?

b) ¢Cuéndo 72 + z+k tienesusraicesen 1z1 <1?

7. Averiguar s las ecuaciones en diferencias son internamente estables.
8 x[n] - 2xn-1]+:x[n-2]=0
b) Xn] - T xin— 1] + %x[n—Z] =0

¢) Xn] - 2Xin-1] - 7 xIn— 2]+ = XIn-3] =0



8. Redlizar las convoluciones:

a) u[n]* u[n] b) u[n] = uln-2] oy uln]= [_13 dusxr
e u[n] = &"u[n]  f) u[n] « 2"(uln-4] -u[n])

0 Thas #(r Th) ) x=r con x=33; ké[n—K]

7. Demostrar |as propiedades de la convolucion:
asociativa, conmutativa, distributivay quela 6 eslaunidad.

8. @) Unasucesion espares v[-n] =v[n] eimparsi v[—n]=-v[n]
Probar que la convolucion de pares es par, que la convolucion de impares es par, y que la
convolucién de una par y unaimpar esimpar.
b) Si dos sucesiones son causales la convolucidn existe y es causal y esta dada por una suma finita:
O YN = 2o X(Kl yIn - K]
¢) Si x e y sonfinitas probar que la convolucién también esfinita: x, y € S = X*ye S

d) Si x esfinitae y escausal probar que x* Yy e S¢ + S,

9. @) Probar que x[n]* 8[n—s] =Xx[n-¢g]
b) Cacular {2, -1y, 1, 0, 2} % {2, -1, Og} y gréficar.

10. Sean € problema continuo
X'+ 04x = u[t], x0) =1
Discretizarlo por e método de Euler conun paso h > 0.
Luego para h= 0.2 hallar el valor aproximadoen t = 2.
Comparar con € valor obtenido usando el paso mitad h=0.1.
Graficar las soluciones obtenidas y comparar |os resultados obtenidos con los resultados exactos.

11. Calcular latransformada Z , su regién de convergenciay la ubicacion de sus cerosy
polos, de las siguientes sucesiones:
1\ 1\n nrx
a) (3) ulnl b) 26[n] + u[-n] ¢) (3) cos(5)uln]
d) s[n+ 2] e 36n-2] -6n+1] f) -D"u4 -n]
g) sen(wnmuln] h) cos(wnuln] (usar €M)
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12. Silatransformada Z de x[n] eslafuncion X(2) con RC:r <|z| <R, probar que latransformadaZ de

) 2x[n+2] - xIn—-1] es (222 - z') X(2) conlamismaregion de convergencia.

d) ¢Cudl eslatransformadaZ de x[2-n] ?
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13. Sea X(2) latransformada Z de x[n] .
¢ Dequién eslatransformada -z X'(2), X'(2), X(2??

14. @) Comprobar que latransformada Z de u[n]= nu[n] esel producto de las transformadas.
b) Idempara x[n] = y[n] donde x[n] = 26[n] + 6[n—1] — 6[-2] e y[n] = u[n] — u[n->5].
c) Calcular [l *( 1 [T13) Mediantelatransformada Z donde r eslarampa.

15. @ S x [n] escausal, esdecir, x[n] = O paran < 0, probar que su transformada Z es
finitaen o Masaln lim,,. X(2) = X[0].

0s n<O0
b) Comprobarlocon x[n] = { y con 6[n-1]

nls n>0

16. Calcular lastransformadas Z inversas de las siguientes:

1 71 ,1

Y o olzl <2 b ezl >l O 12l > 2
z+2 2+2+2 2

d)zz(z—2)'|2|>2 e)m,|z|>r f)m,|2|>2

17. Resolver las siguientes ecuaciones y comprobarlas.

a) Xxr=¢ b) xx2"un]=6 ) x=2"un]-xxu d) X=r-xsu

18. Hallar larespuesta causal a impulso unitario de las siguientes ecuaciones usando la transformada Z
a) X[n] - 2x[n-1] =d[n] - 0.5d[n-1]
b) x[n] + 0.5x[n-1] = d[n]
¢) X[n] — 0.2x[n—-1] = d[n-1]
d) x(n] + 1.2x[n-1]- x[n—2] = 2d[n]
& xn + xin—1] + 3 xin-2]= d[n-1]

19. Dada xe€Ss finita
Definimos lallamada "autocorrelacion” de x mediante Ac(X)[n] = > _ ., X[K] x[n + K].
a) Calcular laautocorrelacionde o3 yde 1]y 3

b) Demostrar que Ac(X) = x+ X' donde x'[n]=X[—-n]

¢) Escribir latransformada Z de Ac(x) entérminosde X(2) usando b).
d) Calcular laautocorrelacion de {Og, 1, —1, 1} mediante c) .

€) ldempara 2"u[n].



